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1 
L’enseignement et l’apprentissage de l’algèbre ont toujours posé et posent encore problème (Küchemann, 1981; Clement, 1982; Booth, 1984; Kieran, 1992; Bednarz et Janvier, 1993, 1996; Jeannotte, 2005). Dans les années 90, un mouvement international a eu lieu pour réformer l’enseignement de l’algèbre à l’école. Ce mouvement a donné lieu au courant Early Algebra qui réfère à la fois à un domaine de recherche, à une approche curriculaire et à un domaine de formation des enseignants. Ce courant met majoritairement l’accent sur le développement de la pensée algébrique dès le primaire sans usage du langage littéral de l’algèbre. 

2 
Selon certains chercheurs de ce mouvement (Kaput, 1998; Carraher, 2007; Squalli, Mary et Marchand, 2011), l’hypothèse actuelle concernant le courant Early Algebra est qu’il ne doit pas être perçu comme une version précoce de l’algèbre actuellement enseignée au secondaire ni comme une préparation à celle-ci, c’est-à-dire une préalgèbre. L’Early Algebra est plutôt une stratégie pour enrichir les contenus mathématiques enseignés au primaire en offrant aux élèves des opportunités pour développer la pensée algébrique et approfondir davantage certaines notions et certains concepts mathématiques (les concepts d’opération, d’égalité, d’équation, de régularité, de formule, de variable et de variation, entre autres). Deux composantes de la pensée algébrique sont particulièrement soulignées dans ce courant: 1) la tendance à généraliser; 2) la tendance à raisonner de manière analytique (Lins, 1992; Bednarz, Kieran et Lee, 1996, Squalli, 2000; Radford, 2014). 

3 
La perspective Early Algebra a influencé les curriculums des mathématiques à l’école primaire et secondaire dans plusieurs pays. Ainsi, à la suite des propositions du National Council of Teachers of Mathematics (NCTM ) de 2000, les curriculums en vigueur aux États-Unis proposent le développement de la pensée algébrique dès la maternelle et abordent les fonctions dans les classes du primaire. Cette tendance n’est pas isolée puisque l’on constate des orientations qui vont dans le même sens dans le programme réformé de l’Ontario ainsi que dans d’autres provinces canadiennes et dans d’autres pays. À l’instar du programme québécois, le développement de la pensée algébrique n’est pas nécessairement absent dans les programmes qui ne s’inscrivent pas explicitement dans l’Early Algebra.

4 
La perspective du développement de la pensée algébrique dès l’école primaire soulève plusieurs questions fondamentales: est-ce que l’élève du primaire est capable de penser algébriquement? Est-ce que les enseignants du primaire peuvent développer la pensée algébrique chez leurs élèves? En outre, cette perspective nécessite de mettre au jour la vision de l’algèbre et des liens de l’algèbre avec l’arithmétique. Bien qu’on assiste depuis les années 2000 à une accélération des travaux de recherche dans le courant Early Algebra – comme le notent Carraher et Schliemann (2007) dans une première synthèse des recherches du domaine et encore tout récemment Radford (2018) –, le mouvement en est encore à ses premiers balbutiements. Dans ce dossier thématique, nous avons voulu rassembler des contributions à la recherche en didactique des mathématiques s’inscrivant dans l’un des quatre axes suivants.

 Axe 1: Fondements épistémologiques et didactiques [image: Retour au plan de l'article]
5 
Quel cadre théorique permet d’éclairer ce que l’algèbre et la pensée algébrique recouvrent? Dans la littérature didactique, les termes pensée algébrique et raisonnement algébrique sont souvent utilisés comme synonymes. Comment peut-on les différencier? Quelles sont les caractéristiques propres à la pensée algébrique? Quels sont les objets sur lesquels se développe cette pensée (nombres spécifiés ou non, opérations, programmes de calcul, équation, identité, etc.)?

6 
Il ne fait pas de doute que l’arithmétique est une porte d’entrée pour le développement de la pensée algébrique. Toutefois, on note chez les chercheurs plusieurs points de vue à propos de la relation entre arithmétique et algèbre (Carraher, 2007; Squalli, 2011). Quel cadre théorique permet de clarifier cette relation? Comment distinguer le raisonnement algébrique du raisonnement arithmétique dans différentes activités mathématiques, en particulier dans la résolution de problèmes portant sur la recherche de valeurs d’inconnues et de problèmes de généralisation? Plus généralement, quels éclairages théoriques amènent la distinction entre la pensée algébrique et différents autres modes de la pensée mathématique? 

 Axe 2: Analyse et comparaison de curriculums officiels ou réels [image: Retour au plan de l'article]
7 
Quelles sont les dispositions prises dans les curriculums de mathématiques de différents pays pour favoriser le développement de la pensée algébrique? Comment ces dispositions s’opérationnalisent-elles dans les manuels scolaires? Quels cadres théoriques peuvent être convoqués pour les analyser et que permettent-ils de mettre au jour?

 Axe 3: Apprentissage des élèves [image: Retour au plan de l'article]
8 
Les recherches empiriques sur l’activité de l’élève, son histoire et le milieu dans lequel il évolue apportent quels éclairages de la nature des objets avec lesquels il travaille, des méthodes qu’il met en oeuvre en lien avec le développement de la pensée algébrique? En particulier, quels éclairages a-t-on des raisonnements que les élèves du primaire et du secondaire manifestent dans différentes activités mathématiques favorisant le développement de la pensée algébrique? Quels sont les outils sémiotiques mis en oeuvre dans l’émergence de ces raisonnements? En quoi ces travaux nous renseignent-ils sur les démarches que peuvent développer les élèves et sur les obstacles qu’ils peuvent rencontrer à leur entrée dans un mode de raisonnement algébrique avant l’introduction formelle de l’algèbre?

 Axe 4: Enseignement et formation des enseignants [image: Retour au plan de l'article]
9 
Comment les programmes de formation initiale et continue préparent-ils les enseignants au développement de la pensée algébrique en classe? Quels sont les défis/difficultés que rencontrent les enseignants dans le développement de la pensée algébrique en classe? Quels éclairages les recherches sur les pratiques des enseignants fournissent-elles à propos des possibilités et des contraintes d’un enseignement visant le développement de la pensée algébrique avant l’introduction de la notation algébrique conventionnelle?

10 
Les sept textes qui composent le premier volume de ce dossier thématique apportent des éclairages particuliers et complémentaires à certaines de ces questions. En effet, les recherches présentées convoquent différents cadres théoriques reconnus en didactique des mathématiques et reflètent ainsi le caractère multiréférentiel de ce domaine de recherche. Elles ont été réalisées dans une variété de contextes (différents pays, différents niveaux scolaires). 

11 
L’article «La multiplication et la propriété de distributivité au primaire: une entrée dans la pensée algébrique?» de Constantin et Coulange propose d’interroger les potentialités de savoirs à enseigner et enseignés sur la multiplication à l’école primaire convoquant la propriété de distributivité, pour favoriser l’entrée dans une pensée algébrique. À travers une réflexion à caractère épistémologique et didactique ancrée dans la théorie anthropologique du didactique (Chevallard, 1997), les auteures convoquent la notion de variable didactique (Brousseau, 1982) afin d’analyser la manière dont les choix faits dans des spécimens de tâches influent sur les praxéologies de calcul mises en oeuvre. Elles convoquent aussi la notion d’ostensif (Bosch et Chevallard, 1999) afin d’explorer l’influence des représentations sémiotiques dans l’émergence et la mise en oeuvre des techniques de calcul numérique. Cette recherche ne permet pas de formuler des propositions expérimentales ou curriculaires précises en vue de favoriser l’entrée dans la pensée algébrique. Toutefois, les auteures avancent des éléments de discussion présentant la propriété de distributivité de la multiplication par rapport à l’addition comme l’aboutissement d’un travail de généralisation dans le cadre de l’enseignement de la multiplication.

12 
L’article «Développer la pensée algébrique précoce en jouant? Représentations et manipulations dans Dragon Box» de Venant et Migneault présente une analyse du potentiel à développer la pensée algébrique des jeux numériques Dragon Box Numbers et Dragon Box Algebra. Le premier est conçu pour développer le sens des nombres et des opérations chez les enfants de quatre à huit ans. Le second est conçu pour initier les enfants de cinq ans et plus au calcul littéral et à la résolution d’équations. Les auteurs préconisent une approche du développement de la pensée algébrique basée sur le développement d’une pensée relationnelle dans le cadre d’une vision structurale de l’arithmétique. S’appuyant sur la notion de représentation sémiotique (Duval, 1993), l’analyse porte sur la manière de représenter les nombres, les opérations, la possibilité d’opérer sur des quantités inconnues, la représentation de l’égalité, le développement de raisonnement de généralisation et du raisonnement analytique. Les auteurs montrent ainsi certaines potentialités de ces jeux à développer la pensée algébrique et proposent des pistes didactiques pour une exploitation judicieuse de ces jeux en classe.

13 
L’article «Le rôle de l’interaction verbale pour l’acquisition de la pensée algébrique dans l’enseignement primaire» de Mendes Nacarato et ses collaboratrices montre le rôle du langage dans le développement de la pensée algébrique au moyen d’une analyse des interactions verbales dans une classe de 3e année du primaire (élèves d’âges 8-9 ans) dans le cadre de la réalisation de tâches de généralisation de suites non numériques. S’inscrivant dans une perspective historico-culturelle et s’appuyant sur les travaux de Radford (2013, 2014), les auteures considèrent la pensée et le langage comme consubstantiels, la pensée étant composée de formes de langage (intérieur et extérieur) objectivées à partir d’intuitions, de gestes et d’actions réelles avec des artefacts culturels. À travers l’analyse d’extraits de verbatim, les auteures identifient et discutent des indices de manifestation de la pensée algébrique dans les discours des élèves à des moments clés du travail de généralisation: perception de la régularité; succès à dédoubler et à répéter les éléments de la suite; identification des éléments absents; communication des idées à autrui.

14 
L’article «La genèse de la pensée algébrique: Macroanalyse d’une séquence d’enseignement expérimentale au primaire» de Polotskaia et ses collaborateurs présente l’analyse de l’expérimentation d’une séquence didactique ayant pour but d’amener les élèves du premier cycle du primaire (âgés de 6 à 8 ans) à raisonner sur les problèmes écrits à structures additives en termes de relations entre les quantités. À l’instar de chercheurs de l’école de Davydov, les auteurs considèrent ce type de raisonnement comme précurseur du raisonnement algébrique. L’approche d’enseignement expérimentée amène les élèves à modéliser les relations entre les quantités en jeu dans un problème additif. Les quantités sont d’abord manipulées par des objets matériels (comme des ficelles); elles prennent un statut de représentation physique. Elles sont ensuite représentées par des schémas de type «dessins de segments». Enfin, elles sont dénotées par des lettres plus tard dans la séquence. Ces représentations masquent en quelque sorte le caractère nombrant des quantités et autorisent ainsi les élèves à opérer sur des relations impliquant des quantités connues et inconnues. Pour analyser le passage des manipulations physiques avec les objets vers les manipulations algébriques avec des lettres en passant par la manipulation de relations, les auteurs convoquent la théorie des trois mondes mathématiques de Tall (2013), elle-même fondée sur la théorie d’abstraction mathématique de Van Hiele (1999). Ils concluent que l’intégration de ces trois mondes dès le début de la scolarisation peut stimuler le développement précoce de la pensée algébrique en donnant lieu aux premières déductions et au formalisme mathématique.

15 
L’article «Quelles connaissances et raisonnements en arithmétique favorisent l’entrée dans           l’algèbre?» de Grugeon-Allys et Pilet s’intéresse à l’analyse du rapport personnel à           l’arithmétique d’élèves de 5e au collège en France avant leur entrée           dans l’algèbre (11-12 ans). Cet article s’inscrit dans une perspective de transition           arithmétique-algèbre et se situe dans le cadre de la théorie anthropologique. Les deux           auteures définissent des critères pour analyser le rapport personnel des élèves à           l’arithmétique en début de 5e avant l’entrée dans l’algèbre; elles           définissent ensuite des praxéologies (Chevallard, 1999) pour repérer la signification et           le rôle que les élèves donnent à l’égalité, aux expressions numériques, aux propriétés des           opérations (dont la distributivité) et au raisonnement analytique. Pour étudier les           praxéologies mises en oeuvre par les élèves lors de la résolution de tâches au regard des           critères présentés, elles ont conçu et administré une évaluation diagnostique à un           échantillon composé de 129 élèves de 5e. L’analyse des résultats a           permis de décrire des aspects du rapport personnel à l’arithmétique construit en début de           collège qui peuvent s’ériger en obstacle pour l’entrée dans l’algèbre. À travers l’analyse           menée, il ressort que les principaux indicateurs favorisant l’entrée dans l’algèbre sont           peu présents et doivent être travaillés avec les élèves.

16 
L’article «Développer la pensée algébrique à travers une activité de généralisation basée sur des motifs (patterns) figuratifs» de Vlassis, Demonty et Squalli présente une analyse des généralisations (processus et produits) et des symbolisations des élèves de début du secondaire produites lors de la résolution d’une tâche de généralisation basée sur des motifs (patterns) figuratifs. L’analyse des généralisations est conduite en intégrant le modèle de Dörfler (1991), pour l’aspect processus, et le modèle de Radford (2006), pour l’aspect produit. Cette analyse est menée en étroite interaction avec une analyse des symbolisations (processus et produit). L’analyse des symbolisations produites par les élèves repose sur le modèle de Radford (2008). L’analyse relative à l’aspect processus des symbolisations repose pour sa part sur un modèle de structuration de l’activité basé sur le modèle de Dörfler (1991) et sur les chaînes de significations (Vlassis et Demonty, 2018). Les premiers résultats témoignent de la capacité des élèves à produire une grande diversité de moyens de généralisation exprimés de manière formelle ou informelle. Ces résultats révèlent également que certains élèves rencontrent d’importantes difficultés dans l’utilisation de symboles algébriques pourtant connus.

17 
L’article «Apprentissage de l’algèbre: procédures et difficultés rencontrées lors de la           résolution de problèmes» d’Oliveira, Rhéaume et Geerts s’intéresse à la nature des           procédures et des difficultés manifestées par des élèves avant et après leur introduction           à l’algèbre (élèves d’âges entre 11 et 14 ans) dans la résolution de problèmes de partage           inéquitable. Un test comportant six problèmes de partage inéquitable de différents niveaux           de complexité a été soumis à un échantillon formé de 352 élèves. Contrairement à ce qu’on           pourrait s’attendre, les taux de réussite des élèves de secondaire 1 et 2 sont très           semblables, et ce, malgré le fait que les derniers ont déjà été introduits formellement           aux problèmes de structure algébrique et au contenu d’algèbre (notation, équation,           inconnue, égalité). Cette recherche confirme certains résultats des travaux de Bednarz et           Janvier (1996, 1993) rapportés dans plusieurs textes de ce numéro: les caractéristiques du           système de relations entre les données du problème influencent tant le taux de réussite           que le type de procédure privilégiée par les élèves. En outre, la recherche montre que           plus le problème est complexe, plus les élèves privilégient une procédure du type essai           numérique. L’analyse des productions met en évidence une variété de procédures utilisées           par les élèves à propos desquelles les auteurs discutent au regard de leur «degré           d’algébricité» et au regard de la nature des structures des problèmes.
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Résumé
À la suite de plusieurs recherches situées dans le courant de l’Early Algebra (Jacobs, Franke, Carpenter, Levi et Battey, 2007; Schifter, 1997; Squalli, 2002), ce texte propose d’interroger les potentialités de savoirs à enseigner et enseignés sur la multiplication à l’école primaire convoquant la propriété de distributivité, pour favoriser l’entrée dans une pensée algébrique. À travers une réflexion à caractère épistémologique et didactique, nous cherchons à caractériser les spécificités de ces savoirs en appui sur une étude de manuels et de discours de futurs enseignants de primaire. Il s’agit d’explorer ce qui peut ou pourrait rendre visible, voire généraliser, des connaissances et des savoirs numériques liés à la distributivité en amont de l’introduction du langage algébrique.
Mots clés : distributivité, multiplication, préalgébrique, calcul mental, calcul posé

Abstract
Multiplication and the distributive property in primary school: an entry into algebraic thinking?Building on several research studies in Early Algebra (Jacobs, Franke, Carpenter, Levi & Battey, 2007; Schifter, 1997; Squalli, 2002), this article sets out to investigate the potential of the knowledge that is (expected to be) taught in primary school regarding multiplication and the distributive property with a view to facilitating students’ entry into algebraic thinking. In the context of an epistemological and didactic reflection, we attempt to characterize the specificity of this knowledge based on a study of textbooks and the discourse of future primary teachers. The intent is to explore what elements (could) help reveal or generalize the numeric knowledge and learning pertaining to distributivity upstream of students’ introduction to algebraic language.
Keywords : distributive property, multiplication, pre-algebra, mental arithmetic, columnform operations

Resumen
La multiplicación y la propiedad de la distributividad en la educación primaria: ¿una entrada al pensamiento algebraico?Siguiendo varias investigaciones situadas en la corriente de Early Algebra (Jacobs, Franke, Carpenter, Levi y Battey, 2007, Schifter, 1997 y Squalli, 2002), este texto propone interrogar las potencialidades de los saberes a enseñar y que son enseñados en primaria, acerca de la multiplicación y el uso de la propiedad distributiva, con el fin de favorecer la entrada al pensamiento algebraico. A través de una reflexión de carácter epistemológico y didáctico, buscamos caracterizar las especificidades de dichos saberes basándonos en el estudio de manuales y del discurso de futuros docentes de primaria. Se trata de explorar lo que puede o podría hacerse visible, hasta generalizar conocimientos y saberes numéricos ligados a la distributividad con el fin de introducir el lenguaje algebraico.
Palabras clave : distributividad, multiplicación, pre-álgebra, cálculo mental, cálculo escrito

Tous droits réservés © Faculté d'éducation, Université de Sherbrooke, 2019


 1. Introduction [image: Retour au plan de l'article]
1 
La propriété de distributivité de la multiplication par rapport à l’addition et à la soustraction est un objet de savoir à enseigner officiellement dans le domaine algébrique au niveau du secondaire [1] en France. Elle est pourtant convoquée bien en amont à l’école primaire et à l’entrée au sein d’organisations de savoirs mathématiques à enseigner sur la multiplication (élèves de 8-11 ans). Ceci nous a conduites dans des travaux antérieurs à envisager l’enseignement de la distributivité en algèbre comme un savoir formalisateur, unificateur et généralisateur (Robert, 1998) de savoirs numériques anciens et à éprouver cette hypothèse via une ingénierie mise en oeuvre dans des classes françaises d’élèves du secondaire (Constantin, 2017a). Plusieurs auteurs (Jacobs et al., 2007; Schifter, 1997; Squalli, 2002) se sont penchés sur les mises en relations possibles des savoirs numériques et algébriques à enseigner, entre autres sur la multiplication et la propriété de distributivité, au niveau du primaire, en situant leurs travaux explicitement dans le champ de l’Early Algebra. Nous ferons un retour sur ces travaux, en signalant les questions que soulèvent certaines des pistes mises en avant qui fondent notre problématique sur les savoirs préalgébriques liés à l’enseignement et l’apprentissage de la multiplication à l’école primaire. Nous exposerons par la suite cette problématique en explicitant nos références théoriques. En nous appuyant sur des résultats d’analyse d’extraits de manuels scolaires du primaire et de réponses d’étudiants se destinant au métier de professeur des écoles à un questionnaire, nous apporterons finalement des éléments de réponse à nos questions de recherche. Précisons qu’il s’agit ici de développer une réflexion d’ordre épistémologique et didactique sur les connaissances et les savoirs liés à la multiplication et à leurs relations complexes avec la propriété de distributivité, vue comme un savoir préalgébrique potentiel.

 2. Multiplication, distributivité et Early         Algebra?  [image: Retour au plan de l'article]
2 
Plusieurs auteurs dont les recherches s’inscrivent dans le courant de l’Early Algebra font mention des propriétés de la multiplication, dont celle de distributivité par rapport à l’addition et à la soustraction. Les travaux de Schifter (1997) et ceux de Jacobs et al. (2007) ont particulièrement attiré notre attention du fait de leur proximité apparente avec notre questionnement initial. L’hypothèse commune à ces travaux est la suivante: l’étude du calcul numérique (posé ou mental) à l’école primaire pourrait fonder le développement d’une pensée algébrique.

3 
Schifter (1997) signale que le travail ou les stratégies d’élèves de primaire, observés dans le cadre de séances de résolution de problèmes (word problems) du champ multiplicatif, reposent sur la mise en oeuvre implicite des différentes propriétés de la multiplication: commutativité, associativité et distributivité. De la même façon, Jacobs et al. (2007) observent que des élèves mobilisent implicitement la propriété de distributivité dans des calculs de produits, comme le calcul 78×5 cité en exemple, fréquemment rencontrés à ce niveau scolaire. La question de la généralisation de ces propriétés ainsi que de l’identification, l’articulation et la justification des techniques de calcul numérique afférentes est posée par Schifter (1997). Jacobs et al. (2007) parlent quant à eux d’une pensée relationnelle (soit une forme de raisonnement algébrique) qui pourrait être développée à partir de telles pratiques de calcul numérique.

4 
Nous nous interrogeons sur les caractéristiques des connaissances ou des savoirs que ces auteurs considèrent comme propices au développement d’une pensée algébrique, en amont de la formalisation et de la généralisation explicite de cette propriété de distributivité. Revenons plus avant sur ces travaux, en signalant certaines des questions à l’origine de notre propre recherche. À travers l’étude de la résolution de problèmes se ramenant au calcul de produits (64×5, puis 18×12), Schifter (Ibid.) observe des stratégies d’élèves de primaire (de 8-9 ans) variées, qui mettent en fonctionnement des connaissances numériques multiples. Par exemple, pour le calcul de 64×5, plusieurs stratégies apparaissent, combinant des connaissances sur l’addition itérée, des connaissances sur la numération décimale et sur la propriété de distributivité comme dans l’exemple donné ci-après: «That would be 64×5. I use one 10, because I know 5×10 = 50. Then you do that six times. (She counted by 5s, not using her fingers, but moving her lips and nodding her head for each group of 5). That's 30, I mean 300. Then you add 4 five times, which is 25, no 20. I added it all together and got 320» (Schifter, 1997, p. 14). Schifter (1997) donne ainsi à voir, dans l’étude de ces stratégies, que différentes connaissances à la fois sur les nombres et les opérations rentrent en jeu dans les procédures des élèves de manière implicite. Ceci nous conduit à formuler une première question: quelles sont les caractéristiques des savoirs et des connaissances sur les nombres et sur les opérations qui convoquent implicitement la distributivité dans l’enseignement ou l’apprentissage de la multiplication des nombres entiers?

5 
Au sujet des relations possibles entre la propriété de distributivité et de la multiplication vue comme addition itérée, un point du texte de Jacobs et al. (2007) a attiré notre attention. Une des questions posées aux élèves (de 9-11 ans) dans le cadre de leur enquête, mobilisant potentiellement la propriété de distributivité, présente une différence significative avec les exemples donnés par ailleurs. Il s’agit de trouver le résultat de l’égalité à trou «(9×57)+57 = ___». Contrairement au calcul de produits du type «64×5», l’usage implicite de la propriété de distributivité, que recouvre la recherche d’une réponse à cette question, mobilise a priori la distributivité de la multiplication dans le sens d’une factorisation et non d’un développement. Ce qui retient également notre attention est la présence d’un facteur particulier: le «un», élément neutre, qui joue un rôle particulier du point de vue du sens possiblement donné à la multiplication. Si un élève produit la réponse exacte, est-ce parce qu’il mobilise la propriété de distributivité en identifiant deux facteurs 1 et 9, ou bien interprète-t-il le nombre 9 comme «une fois moins que 10» en prenant appui sur une conception de la multiplication comme addition itérée? Au regard de ce que nous retenons de cet exemple, en quoi et comment certaines caractéristiques des tâches de calcul mental ou posé de produits, conditionnent-elles la façon dont celles-ci convoquent (implicitement) la propriété de distributivité?

6 
Par ailleurs, une conséquence du caractère implicite de ces savoirs et de ces connaissances est leur identification potentielle dans la classe. À ce sujet, Schifter (1997) donne l’exemple d’une proposition invalide d’élève (nommé Josh) autour du calcul du produit 18×12: «that would be 18×12, and I know 10×10 is 100 and 8×2 is 16, so if you add them together it would be 100+16 = 116» (p. 15). Schifter (1997) insiste sur la difficulté rencontrée par l’enseignante pour invalider cette proposition qui, dans un premier temps, semble remporter l’adhésion d’une majorité d’élèves de la classe observée. Cette intervention donnera finalement lieu à une institutionnalisation locale de la part de l’enseignante («18×12 = (10+8)×(10+2) which does not equal (10×10)+(8×2)»). On peut faire l’hypothèse que le caractère implicite des connaissances et des savoirs enseignés ou appris sur la distributivité pèse sur leur identification et leur formulation par les élèves et par les enseignants. Dans quelle mesure et comment les enseignants et élèves sont-ils en mesure d’identifier, de formuler ces connaissances et d’institutionnaliser ces savoirs?

7 
Un autre type de questions se pose, commun à de nombreuses recherches en Early Algebra. Il s’agit du sens et du rôle des écritures et des symboles, par exemple du signe «=» ou de l’égalité (Theis, 2005). Dans les travaux cités auparavant, les exemples de productions orales ou écrites d’élèves présentent des traits récurrents largement signalés dans la littérature, comme l’utilisation ou la production d’égalités prenant la signification de l’annonce d’un résultat (Theis, 2005). On voit toutefois, à travers ces mêmes exemples, comment dans des formulations d’élèves ou d’enseignants qui visent à expliciter les propriétés des nombres et des opérations, le signe égal prend parfois une signification différente, davantage orientée vers son usage en algèbre, correspondant à une équivalence entre deux calculs numériques comme dans l’égalité 18×12 = (10+8)×(10+2). Quel rôle jouent les écritures, notamment symboliques, dans l’explicitation de connaissances et de savoirs en lien avec la distributivité dans l’enseignement et l’apprentissage de la multiplication à l’école primaire?

8 
On remarque également que certains auteurs, comme Schifter (1997) et Squalli (2002), voient les calculs d’aires de rectangles en lien avec la multiplication, comme à même de participer à l’explicitation, à la généralisation, voire à la justification de la propriété de distributivité. S’intéressant aux pratiques d’enseignement de la multiplication à l’école, Clivaz (2011) constate pourtant chez certains enseignants l’absence de mises en relation entre la disposition de produits de nombres entiers sous forme de tableau et les propriétés des nombres et des opérations sous-jacentes. Nous nous interrogeons sur le rôle potentiel des situations de calcul d’aires de surfaces rectangulaires ou de dénombrement de carreaux au sein de rectangles quadrillés, dans l’explicitation des connaissances et des savoirs relatifs à la propriété de distributivité.

9 
Un ensemble de travaux situés dans le champ de l’Early Algebra font donc état de propositions ou d’observations en lien avec la thématique qui nous intéresse: celle des connaissances et des savoirs enseignés ou appris sur la distributivité de la multiplication. Pour autant, d’autres travaux sur l’enseignement de l’algèbre au secondaire (Mok, 2010) montrent que l’unification et la généralisation de ces connaissances et savoirs algébriques et numériques ne vont pas de soi. 

10 
Il s’agit donc d’interroger plus avant les spécificités de ces connaissances et ces savoirs enseignés ou appris dans le domaine numérique. Nous cherchons ce qui contraint et conditionne l’unification et la généralisation de la propriété de distributivité comme connaissance ou savoir préalgébrique, en amont de sa formalisation algébrique.

 3. Points d’appui théoriques et méthodologiques [image: Retour au plan de l'article]
11 
La théorie anthropologique du didactique (Chevallard, 1997) nous permet de réinterroger les caractéristiques des différents savoirs liés à la distributivité dans l’enseignement et l’apprentissage de la multiplication à l’école. Modélisant les savoirs à enseigner, enseignés et appris en termes de praxéologies mathématiques, nous cherchons ainsi à déterminer et à caractériser à la fois les types de tâches (soit ce que l’élève a à accomplir) et les techniques (soit la façon dont il accomplit un type de tâches donné) en jeu dans l’enseignement de la multiplication au niveau du primaire. Nous cherchons également à identifier les technologies (c’est-à-dire les éléments permettant notamment de décrire, de justifier et de légitimer les techniques) et les théories potentiellement liées à la distributivité.

12 
Cette propriété ne constituant pas un objet officiel d’enseignement à ce niveau, il s’agit de déterminer la manière dont les composantes technologico-théoriques des praxéologies peuvent (ou non) contribuer à la faire apparaître. Nous supposons que le caractère implicite de son emploi se traduit par des éléments technologiques nécessairement différents de sa formalisation algébrique. Ceci nous conduit à questionner la nature de ces éléments, mais aussi le (ou les) sens donné(s) à la multiplication (addition itérée, produit cartésien, opération sur les grandeurs…) et les propriétés des nombres en jeu (en lien avec la numération décimale) sans considérer la distributivité comme un objet d’enseignement «en soi» ou isolé. Par ailleurs, en l’absence de formalisation de la propriété de distributivité dans un langage algébrique, quelles traces ou quels discours partiels peuvent ou non constituer des points d’appui ou des contraintes pour l’entrée dans une pensée algébrique? Afin d’apporter des pistes de réponse à ces questions, nos analyses des composantes technologiques des praxéologies portent à la fois sur les éléments de description de techniques, de validation (c’est-à-dire de savoirs qui assurent que la technique permet bien d’accomplir le type de tâches considéré), d’explication, mais également de facilitation dans la mise en oeuvre de la technique, de motivation, ou d’évaluation constituant autant de fonctions possibles de la technologie (Castela et Romo-Vázquez, 2011).

13 
Toujours en lien avec ce caractère nécessairement pour partie implicite des connaissances et savoirs liés à la distributivité à ce niveau scolaire, nous cherchons également à caractériser des types de tâches dans les savoirs à enseigner et enseignés au regard des technologies potentiellement convoquées dans les techniques. Nous supposons que certaines des caractéristiques de ces types de tâches conditionnent les techniques, et par là même les technologies à l’oeuvre.

14 
Aussi nous appuyons-nous sur la notion de variable didactique (Brousseau, 1982) afin d’analyser la manière dont les choix faits dans des spécimens de tâches influent sur les praxéologies de calcul mises en oeuvre et plus particulièrement sur leurs composantes technologico théoriques. Les variables que nous considérons comme telles sont de nature à provoquer des variations des techniques associées à l’usage de la distributivité: elles ne commandent pas des comportements considérablement différents et n’ont pas pour objectif de faire changer profondément l’activité de l’élève, mais bien de faire émerger des oscillations de technique, et par suite des adaptations soutenues par une même propriété: «ce seront des variables didactiques dans la mesure où en agissant sur elles on pourra provoquer des adaptations et des régulations: des apprentissages» (Brousseau 1982). Nous analyserons ces variables non pas essentiellement pour ce qu’elles pourraient provoquer comme nouvelles connaissances, mais pour ce qu’elles donnent à voir de la technologie sous-jacente. Les choix des valeurs de ces variables donnent autant d'occasions d'emploi et par suite délimitent le sens donné à la propriété de distributivité implicite, mais aussi ses formes possibles.

15 
Les variables didactiques qui nous intéressent sont celles qui pourraient conditionner l’existence et le devenir d’aspects technologiques des praxéologies enseignées sur la multiplication, en lien avec la distributivité. En quoi et comment les caractéristiques de types de tâches de calcul de produits donnés à accomplir aux élèves participent-elles potentiellement à faire émerger la propriété de distributivité de la multiplication (par rapport à l’addition ou à la soustraction)?

16 
Nous nous appuierons par ailleurs sur la notion d’ostensif (Bosch et Chevallard, 1999) afin de questionner l’influence des représentations sémiotiques (symboliques, schématiques ou autres) dans l’émergence et la mise en oeuvre des techniques de calcul numérique. Les ostensifs qui présentent une certaine matérialité, comme les mots, les gestes ou les écritures, fonctionnent en dialectique avec des objets non ostensifs qui émergent et permettent de contrôler les ostensifs: «Les objets non ostensifs sont alors tous ces «objets» qui, comme les idées, les intuitions ou les concepts, existent institutionnellement (…) sans pourtant pouvoir être vus, dits, entendus, perçus ou montrés par eux-mêmes: ils ne peuvent qu’être évoqués ou invoqués par la manipulation adéquate de certains objets ostensifs associés.» (Bosch et Chevallard, 1999, p. 87). Ainsi la distributivité dans le cadre algébrique au moment où elle devient objet d’enseignement au secondaire est-elle usuellement associée à l’ostensif «k(a+b) = ka+kb». En l’absence de ce formalisme dans l’enseignement de la multiplication au primaire, quels sont les ostensifs qui pourraient contribuer à faire émerger la propriété de distributivité?

17 
Afin de trouver des éléments de réponse à ces questions, nous avons recueilli et analysé plusieurs types de matériaux empiriques. Nous avons conduit une analyse de manuels de fin de primaire (qui comprennent un ouvrage, un «aide mémoire» pour l’élève et un guide du professeur) correspondant aux classes de CM1 et CM2 (élèves de 9-11 ans), issus de deux collections: Cap Maths (2009) et Euromaths (2009). Ces deux collections ont été sélectionnées pour plusieurs raisons. D’une part, au regard de la qualité des auteurs de ces manuels (pour partie, didacticiens), il nous a semblé qu’il y avait une possibilité non négligeable de voir apparaître des éléments technologico-théoriques en lien avec l’enseignement de la multiplication dans ces ouvrages, peut-être plus que dans d’autres. D’autre part, des différences significatives nous sont d’emblée apparues entre ces manuels, tant du point de vue des horizons théoriques construits sur la multiplication que du point de vue des valeurs de variables didactiques associées aux tâches de calcul ou des ostensifs en jeu. Nous présenterons les principaux résultats de ces analyses en suivant le fil de notre questionnement théorique exposé ci-dessus.

18 
Nous avons également proposé un questionnaire à des futurs enseignants du primaire. Cette expérimentation revêt un caractère exploratoire et modeste, le questionnaire ayant été soumis à un groupe de 19 étudiants en décembre 2015. En première année de master, ces étudiants ont reçu une formation sur des contenus mathématiques liés au calcul algébrique ainsi que sur des contenus didactiques, sans toutefois que l’enseignement de la multiplication n’ait été spécifiquement abordé au moment de l’expérimentation [2]. La proximité des connaissances en jeu (à la fois algébriques et numériques) nous a amenées à supposer que des liens pouvaient être envisagés par les étudiants, tout en laissant apparaître des obstacles potentiels dans l’élaboration de discours technologiques en lien avec l’enseignement et l’apprentissage de la multiplication. Nous présentons les résultats de ces analyses de discours en fin de partie suivante.

 4. Des savoirs à enseigner et enseignés sur la distributivité à l’école?   [image: Retour au plan de l'article]
 4.1 La distributivité, une technologie du calcul de produits [image: Retour au plan de l'article]
19 
Nos analyses des savoirs à enseigner et enseignés dans deux manuels de fin de primaire permettent d’identifier deux principales praxéologies à même de convoquer la distributivité dans l’enseignement et l’apprentissage de la multiplication. Elles reposent sur deux types de tâches correspondant au calcul mental et au calcul posé de produits de deux nombres entiers (nécessitant la construction et la mise en oeuvre d’un algorithme). Nous cherchons à caractériser les éléments technologiques relatifs à ces deux types de tâches, en nous interrogeant sur la place et le rôle de la distributivité vis-à-vis des praxéologies correspondantes.

20 
Examinons tout d’abord un extrait de manuel de CM2 qui présente la technique usuelle de la multiplication posée sur un exemple, en envisageant le discours technologique à même d’accompagner cette présentation:
[image: Extrait d’Euro Maths CM2 p. 24] Figure 1 Extrait d’Euro Maths CM2 p. 24
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21 
La technique consiste a priori à décomposer 67 en 7+60 puis à calculer 483×7 et 483×60 (ou 7×487 et 60×487 ainsi que l’indiquent les écritures dont les inversions des facteurs laissent supposer une utilisation implicite de la commutativité) avant d’ajouter les résultats. Elle repose implicitement sur l’égalité 483×(7+60) = (483×7)+(483×60) qui correspond à l’usage de la distributivité de la multiplication par rapport à l’addition sous sa forme simple, tel que le suggèrent les écritures fléchées des produits partiels. Toutefois, la description rhétorique de l’algorithme usuel peut aussi s’appuyer sur les chiffres avec des oralisations, par exemple pour la première ligne comme «je calcule 7 fois 3 qui me donne 21, je pose 1 et retiens 2, puis je calcule 7 fois 8 qui donne 56, et 2 de retenue, 58, je pose 8 je retiens 5, et enfin, je calcule 7 fois 4 qui donne 28 et 5 de retenue, qui donne 33». La concaténation des écritures de droite à gauche permet d’obtenir 3 381. Ce faisant, la valeur des chiffres est omise dans le discours et se retrouve après coup par leur position. On voit intervenir des propriétés liées à l’aspect positionnel et décimal de l’écriture qui restent convoquées de manière implicite par un tel discours. De la même manière, en passant à la ligne suivante, on peut commencer par écrire un zéro à droite avant de poursuivre l’algorithme à partir d’un discours sur le chiffre six. Le fait que ce soit le chiffre des dizaines peut être oublié, et l’écriture du zéro peut être justifiée soit par la question de l’unité de numération que l’on manipule (on parle de six dizaines, et donc de dizaines), soit par la «règle dite des zéros» permettant de multiplier par 10 un nombre entier en écrivant un zéro à sa droite. Dans ce cas, l’associativité de la multiplication est implicitement convoquée avec (10×6)×483 = 10×(6×483). La distributivité de la multiplication par rapport à l’addition peut donc être mise en oeuvre de manière concomitante avec l’application de propriétés de numération décimale de position, ou d’autres propriétés de la multiplication comme l’associativité ou la commutativité.

22 
D’autres savoirs peuvent soutenir la construction de l’algorithme en appui sur la résolution de problèmes. Ainsi, le guide du professeur associé au manuel cité précédemment explicite-t-il que le calcul de 47×6 peut être associé à la recherche du nombre de carreaux d’un quadrillage, ce qui est illustré par la schématisation:
[image: Extrait du livre du professeur associé au manuel Euro Maths CM2 p. 31] Figure 2 Extrait du livre du professeur associé au manuel Euro Maths CM2 p. 31
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23 
Les auteurs évoquent une autre contextualisation possible correspondant à la recherche du prix de 47 objets à 6 € chacun. Ils précisent que «la simulation de l’action renvoie a priori à une addition réitérée de 47 termes», mais qu’il est aussi possible de considérer «l’achat de 40 objets à 6 € et de 7 objets à 6 €» (p. 31).

24 
Deux arrière-plans théoriques possibles apparaissent ainsi dans les situations contextualisées et dans les discours des auteurs des manuels. Ils constituent des environnements didactiques différents pour la propriété de distributivité, plus ou moins propices à son émergence (Noirfalise et Matheron, 2009). L’un, lié à la multiplication vue comme produit cartésien, peut convoquer de manière directe la distributivité tandis que l’autre, lié à la multiplication comme addition itérée (soit correspondant à une procédure de dénombrement de colonnes ou de lignes de carreaux, soit au prix d’objets dans l’exemple donné ci-dessus) peut ne pas faire intervenir la distributivité de manière nécessaire.

25 
Ces deux voies sont empruntées par les collections Euro Maths (pour la première, de façon majoritaire) et Cap Maths (pour la seconde, de façon exclusive) dans l’étude de la multiplication posée. L’étude des savoirs à enseigner et enseignés tels qu’ils apparaissent dans ces manuels montrent des éléments théoriques sous-jacents dominants différents, même si les deux orientations théoriques peuvent parfois coexister, comme on le voit dans l’extrait d’Euro Maths cité ci-dessus. Par ailleurs, comme nous l’avons montré, des ingrédients technologiques liés à la numération décimale (comme la décomposition des nombres en unités, dizaines, centaines ou l’interprétation des chiffres selon leur position) co-interviennent de manière systématique. Tout ceci contribue selon nous à façonner un environnement technologico-théorique que l’on peut considérer comme plus ou moins propice à faire émerger la propriété de distributivité.

26 
En ce qui concerne le calcul mental, l’une des techniques permettant de trouver le résultat d’un produit de deux nombres entiers consiste à décomposer l’un des facteurs en somme ou en différence, puis à calculer la somme ou la différence des produits partiels du second facteur par chacun des termes obtenus. Cependant, elle peut n’être que l’une des propriétés des nombres et des opérations utilisées «en acte» au regard de différentes techniques qui peuvent exister, y compris pour une même tâche. Ainsi en va-t-il de l’extrait suivant:
[image: Le DicoMaths cycle 3 du manuel Cap Maths 2010 p. 18] Figure 3 Le DicoMaths cycle 3 du manuel Cap Maths 2010 p. 18
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27 
Si la première technique repose sur une utilisation implicite de la distributivité, la seconde s’appuie sur une décomposition d’un facteur sous la forme d’un produit, et par suite sur l’associativité de la multiplication. Les différentes décompositions amènent à considérer d’autres opérations et d’autres propriétés permettant a priori de tirer profit des connaissances des nombres et de résultats mémorisés. Bien que mise en oeuvre de manière récurrente dans de telles tâches de calcul mental, la distributivité se trouve ainsi à côté d’autres propriétés soutenant d’autres techniques possibles (Butlen et Pézard, 2007). La diversité des techniques associées à un même type de tâches de calcul mental amène à supposer que la distributivité puisse paraître peu «visible», du moins dans certains cas comme celui-ci.

28 
Nous allons maintenant nous intéresser aux caractéristiques des tâches de calcul de produits (mental ou posé) jouant le rôle de variables didactiques, au regard de l’utilisation de la propriété de distributivité dans les techniques associées.

 4.2 Caractéristiques des tâches de calcul de produits et variables         didactiques [image: Retour au plan de l'article]
29 
Que ce soit pour le calcul mental ou posé, certaines valeurs prises par des variables didactiques paraissent quasi fixées. Ainsi, en dehors de quelques exceptions, les tâches de calcul de produits mobilisent presque toujours la propriété de distributivité dans le sens du développement et non de la factorisation [3]. De la même manière, lorsqu’elle est a priori convoquée, la distributivité est très majoritairement celle de la multiplication par rapport à l’addition (et non à la soustraction). Ceci nous permet d’envisager des premières limites dans les significations données aux savoirs à enseigner et enseignés sur la distributivité à l’école primaire.

30 
On observe par ailleurs des valeurs de variables didactiques qui, à l’opposé, sont à même d’occasionner des complexifications, des adaptations des techniques de calcul (mental ou posé), voire des extensions des technologies en jeu en lien avec la distributivité. Le nombre de chiffres d’un des deux facteurs ou le choix du facteur à décomposer (à gauche ou à droite) constituent ainsi de telles variables:
[image: Euro Maths CM1 p. 65] Figure 4 Euro Maths CM1 p. 65
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31 
Selon les items considérés dans cet extrait, la distributivité est mobilisée avec des sommes de deux termes ou de trois termes, en fonction du nombre de chiffres du facteur à décomposer. Ainsi le calcul de 519×48 pourrait-il se faire en appui sur une égalité du type 519×(40+8) = (519×40)+(519×8), tandis que 379×254 reposerait sur une égalité du type 379×254 = (300×254)+(70×254)+(9×254). Une adaptation significative de la technique peut ainsi être attendue dans le passage du premier calcul évoqué au deuxième (pourtant située en première position dans le manuel). Cette adaptation s’accompagne d’une extension technologique liée à la distributivité de la multiplication par rapport à l’addition, reposant à la fois sur le nombre de termes et sur le facteur que l’on peut décomposer (la distributivité est alors à gauche, ou à droite). C’est en cela que nous considérons que ces caractéristiques des tâches jouent le rôle de variables didactiques. Pour autant, nous ne savons pas grand-chose de la façon dont cette extension technologique peut être prise en charge (ou non) dans une classe.

32 
Lors de la construction de l’algorithme de la multiplication posée de deux nombres entiers, le choix du (ou des) facteur(s) à décomposer peut également constituer une variable didactique qui joue un rôle important et différent. Lorsque la décomposition de chaque facteur (d’un nombre de chiffres > 1) est envisagée, c’est ce qu’on appelle au niveau du secondaire la distributivité double (d’une somme de deux voire trois termes par une somme de deux termes) qui est potentiellement convoquée comme ingrédient technologique. Le manuel Euro Maths fait ainsi le choix d’introduire un découpage correspondant à la double distributivité avant de réinterpréter l’algorithme à partir d’une distributivité simple (d’une somme de deux voire trois termes par un nombre):

[image: Euro Maths CM2 p. 24] Figure 5 Euro Maths CM2 p. 24
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33 
L’égalité implicitement utilisée pourrait s’écrire comme suit: (400+80+3)×(60+7) = (7×3)+(7×80)+(7×400)+(60×3)+(60×80)+(60×400).

34 
Une telle extension technologique est éphémère, l’algorithme visé et usuel s’appuyant sur une recomposition des produits partiels correspondant à la distributivité simple. Elle peut paraître précoce au regard du moment où la distributivité «double» sera enseignée sous sa forme formalisée (3 ou 4 ans plus tard). Elle semble pourtant bien correspondre aux intentions des auteurs du manuel qui précisent dans le guide de l’enseignant que «la représentation sous forme d’un plan de découpage […] rend visible la double distributivité» (p. 71). Notons toutefois que si la disposition sous forme de tableau semble porter l’adaptation de technique convoquée dans le calcul pas à pas de produits partiels, les éléments théoriques liés au produit cartésien paraissent absents des discours, dans le manuel comme dans le guide de l’enseignant. C’est un argument pragmatique d’économie de calcul (et non théorique) qui est donné pour justifier le passage à la technique correspondant à l’algorithme traditionnel de multiplication posée. 

35 
Dans le domaine du calcul mental, d’autres variables didactiques jouent un rôle essentiel dans les techniques mobilisant la propriété de distributivité. Il s’agit par exemple des compléments à la dizaine ou à la centaine supérieure que recouvre parfois un des deux facteurs. Ainsi pour 25×18, on peut supposer que l’une des techniques possibles puisse reposer sur la distributivité de la multiplication par rapport à la soustraction en considérant que 18 = 20–2. Il s’agirait dans ce cas de calculer (25×20)–(25×2), mais d’autres techniques peuvent bien évidemment coexister, comme 25×10+25×8, ou 18×100 : 4, ce qui peut rendre l’identification des ingrédients technologiques liés à la distributivité délicate.

36 
Une dernière variable didactique qui nous semble jouer un rôle important dans le cas du calcul mental correspond à la nature du facteur a priori à décomposer qui peut induire un facteur égal à un. Il s’agit par exemple de produits par 11, par 21, par 1001, ou par 19, c’est-à-dire par des nombres dont les décompositions sous forme de somme ou de différence conduisent à des écritures du type a ± 1 où a ≠ 1 est le produit d’un entier non nul par une puissance de 10 différente de 1. Ceci amène à s’interroger sur les occasions d’emploi véritables de la distributivité de la multiplication par rapport à l’addition ou à la soustraction. On peut envisager dans ce cas que la théorie de l’addition itérée se substitue à la distributivité.

[image: Euro Maths CM2 p. 56] Figure 6 Euro Maths CM2 p. 56
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37 
Dans l’extrait cité ci-dessus, le calcul 23×17 doit être effectué à partir de 23×16. Il peut reposer sur l’égalité 23×17 = 23×16+23 et non sur 23×17 = 23×16+23×1. La subtilité tient à la mention du facteur un, qui correspond à une décomposition de 17 sous la forme de la somme 16+1, et que n’exprime pas la première égalité. On peut penser que cette première égalité repose plus directement sur la théorie de l’addition itérée, en utilisant implicitement l’associativité:


38 
17 fois 23 est bien une somme de 17 termes tous égaux à 23 dont on peut regrouper les 16 premiers, correspondant au produit 23×16 par définition de la multiplication sur les entiers. Ce faisant, la distributivité ne sera pas véritablement utilisée ici. La présence de ce facteur un dans le calcul mental de produits, sans être systématique, est fréquente dans les deux manuels de CM1 et de CM2. On peut imaginer qu’une des raisons soit l’économie des calculs à accomplir. Pourtant, ce ne sont pas les mêmes techniques ni les mêmes technologies qui semblent en jeu selon la présence ou l’absence de ce facteur particulier.

[image: Euro Maths CM2 p. 185] Figure 7 Euro Maths CM2 p. 185
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 4.3 Écritures symboliques, représentations et distributivité? [image: Retour au plan de l'article]
39 
La diversité observée dans les techniques selon les tâches rencontrées par les élèves s’accompagne par ailleurs d’une diversité d’ostensifs activés parfois dans différents registres à la fois graphiques, oraux, écrits et gestuels. Dans les techniques de calcul mental, par exemple, l’oral est sans doute dominant et les écritures éventuellement produites des calculs apparaissent secondes, jouant parfois le rôle de mémoire ou de support du discours enseignant, comme le suggère l’écriture ci-dessous correspondant à la correction d’un item de l’exercice cité ci-dessus (figure 7).

[image: Euro Maths CM2 extrait du livre du professeur p. 221] Figure 8 Euro Maths CM2 extrait du livre du professeur p. 221
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40 
Les écritures rencontrées dans les manuels peuvent parfois prendre la forme de retranscription de l’oral «5 fois 10» ou être accompagnées de représentations graphiques de type arbres ou colorisations, à l’instar de ce qui apparaît dans la figure 3.

41 
Les articulations entre ces divers registres amènent à questionner les composantes technologico-théoriques. Par exemple, une oralisation du type «5 fois 16» amène potentiellement à envisager une certaine dissymétrie dans les facteurs en lien avec l’utilisation dans le langage naturel de «fois», correspondant à la définition de la multiplication par addition itérée. De ce point de vue, ce «5 fois 16» peut être interprété comme une somme de «cinq seize» dont on peut regrouper les termes (5 fois 16, c’est 3 fois 16 et 2 fois 16). Une telle interprétation ne paraît pas propice à la stratégie visiblement attendue par les auteurs du manuel cité, reposant sur la décomposition de 16 (en somme de 10 et de 6), conduisant après développement à la somme du produit oralisé «5 fois 10» et du produit oralisé «5 fois 6». Cet exemple montre comment des représentations sémiotiques (ici l’oralisation pouvant induire l’interprétation d’un produit comme une addition itérée) peuvent éventuellement se constituer en obstacles potentiels à la compréhension de la propriété de distributivité, qui joue pourtant un rôle technologique essentiel dans la technique à produire.

42 
Dans l’algorithme de la multiplication posée, en revanche, lorsque la description de la technique prend appui sur les chiffres, et non plus sur les nombres comme pour le calcul mental, le discours oral peut être fortement lié à l’écrit qui se réalise simultanément. Un autre registre sémiotique peut également intervenir dans les classes: le registre gestuel. Celui-ci peut permettre à la fois de penser les décompositions en appui sur l’écriture décimale en désignant les chiffres concernés et, au moment de l’écriture de droite à gauche, de produire les nombres résultats des produits intermédiaires à chaque ligne. Ces deux registres ne sont pas nécessairement observables dans les manuels, même si on suppose qu’ils coexistent dans les classes. On observe par contre dans les manuels des écritures de produits partiels et des flèches qui en désignent les résultats dans l’opération posée en colonne. Ce type d’écritures peut être couplé avec des écritures d’égalités en ligne comme ci-dessous.

[image: Cap Maths, Le DicoMaths cycle 3 p. 18] Figure 9 Cap Maths, Le DicoMaths cycle 3 p. 18
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43 
Ces écritures en ligne ont une faible valence instrumentale relativement à la technique de calcul posé, dans le sens où elles ne paraissent amener qu’une autre représentation du discours oralisé qui les précède. Notons de plus que les articulations entre ces divers registres (graphique, oralisé, symbolique) mettent en avant des écritures dont les organisations scripturales peuvent être interrogées. En effet, la décomposition usuelle de 305 en appui sur les unités de numération s’écrit 300+5 tandis que le calcul en colonne amène à penser un produit par 5 d’abord, et un produit par 300 ensuite. De même, le geste s’effectue de droite à gauche dans le sens contraire à l’écriture. Comment l’articulation de ces différentes représentations est-elle pensée? 

44 
Que ce soit pour le calcul posé ou le calcul mental, des écritures d’égalités en ligne accompagnent parfois les autres ostensifs. Elles restent dans tous les cas secondes, de sorte que leur rôle pose question au regard de la construction et de la mise en oeuvre de la technique. Elles présentent aussi une certaine diversité dans ce qu’elles donnent à voir souvent partiellement des techniques en jeu: par exemple, ci-dessous, dans le cas de l’item c, on ne voit pas apparaître la décomposition (10+16).

[image: Euro Maths livre du professeur p. 102] Figure 10 Euro Maths livre du professeur p. 102
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45 
Notons que, si le guide de l’enseignant ne précise pas dans ce cas si ces écritures sont à proposer en correction pour les élèves, ou si elles ne sont qu’une formulation pour l’enseignant des procédures attendues, de telles égalités apparaissent néanmoins dans ce manuel à l’instar de ce que l’on peut observer à la figure 9. Le guide de l’enseignant du manuel Cap Maths de CM2 précise quant à lui que «la traduction par des écritures symboliques est également utilisée, davantage pour résumer les procédures que pour aider à les élaborer, par exemple: 64×12 = (64×10)+(64×2)» (p. 43).

46 
Les manuels analysés témoignent ainsi d’une variété importante des ostensifs associés à l’utilisation implicite de la distributivité. Différents registres sont employés, à la fois graphique, oral, scriptural ou gestuel. Ils diffèrent selon les techniques et amènent à penser que l’utilisation implicite de la distributivité puisse revêtir une certaine souplesse, ou qu’ils accompagnent des adaptations de techniques. L’identification éventuelle par les élèves d’une propriété commune à l’oeuvre derrière cette pluralité ostensive pose dès lors question. La diversité des ostensifs constatée dans les manuels scolaires (qu’il s’agisse du calcul posé ou mental) ne constitue-t-elle pas un obstacle potentiel à la visibilité de technologies relatives à la distributivité, voire à leur généralisation qui pourrait paraître essentielle en vue d’une entrée dans la pensée algébrique?

47 
On peut toutefois imaginer que le discours enseignant participe à mettre en cohérence les ostensifs en présence, à faire en sorte que ceux-ci «fassent système» et renforcent a contrario la lisibilité des technologies liées à la distributivité. Les manuels scolaires ne sont peut-être pas une source d’informations suffisante en la matière, d’autant que, comme nous l’avons signalé plus haut, on peut également envisager d’autres registres sémiotiques (oral non transcrit, gestuel) qui ne peuvent y être apposés. C’est en raison de ces limitations qu’il nous a semblé intéressant d’explorer la question du discours que des (futurs) enseignants pourraient ou non construire pour décrire et justifier les techniques de calcul mental ou posé de produits, en lien avec la distributivité. Pour des raisons d’espace, nous n’évoquons ci-après que quelques-uns des éléments liés à l’analyse de réponses à un questionnaire posé à 19 étudiants se destinant au métier d’enseignant du primaire (pour les détails de cette analyse, Constantin [2017b]). Les extraits choisis visent à illustrer les fonctions technologiques qui apparaissent dans les discours proposés par les étudiants ainsi que les obstacles potentiels pour l’élaboration de tels discours.

 4.4 Éléments de discours de futurs enseignants [image: Retour au plan de l'article]
48 
À partir d’un extrait de manuel déjà cité sur la multiplication posée, les étudiants ont été invités à imaginer un discours pour la classe «pour expliquer cette disposition de la multiplication de 483 par 67 sous forme de tableau»:
[image: Extrait de questionnaire (calcul posé)] Figure 11 Extrait de questionnaire (calcul posé)
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49 
Aucun des discours envisagés par les futurs enseignants n’incorpore d’éléments liés au dénombrement de carreaux de rectangles quadrillés pour justifier la technique ainsi présentée. S’ils connaissent l’ostensif premier auquel ce plan de découpage vient se substituer, on n’en retrouve pas trace dans leurs réponses. Quoi qu’il en soit, certaines de leurs réponses semblent montrer des glissements possibles dans le rôle attribué à cet ostensif. Vu avant tout comme une disposition pratique, il ne paraît pas articulé à des éléments technologiques pour justifier les produits partiels à effectuer (figure 12.a) ou faciliter la mise en oeuvre de la technique avec la décomposition additive reposant sur la numération décimale (figure 12.b).

[image: Extrait de réponse (calcul posé)] Figure 12.a Extrait de réponse (calcul posé)
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[image: Extrait de réponse (calcul posé)] Figure 12.b Extrait de réponse (calcul posé)
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50 
Ce constat fait écho aux résultats de Clivaz (2011) à propos des connaissances mathématiques pour l’enseignement de la multiplication d’enseignants chevronnés, qui ne semblent pas avoir conscience du lien entre cette disposition utilisée dans la phase de construction de l’algorithme de multiplication posée et les technologies potentiellement sous-jacentes, relatives au produit cartésien.

51 
Eu égard à notre corpus, il apparaît que certains étudiants font davantage référence à la décomposition additive des nombres en jeu en explicitant par exemple que «chaque nombre est décomposé en unité, dizaine et centaine». Cette décomposition n’est pas caractéristique de l’utilisation de la propriété de distributivité, mais s’explique sans doute par la recherche d’un algorithme en appui sur les spécificités de l’écriture décimale de position qui permette un travail sur les chiffres, de manière classique dans la construction d’un algorithme de calcul [4].

52 
Le cas du calcul mental semble un peu différent. Une des questions posées à ce sujet aux étudiants futurs enseignants du primaire était la suivante:
[image: Extrait de questionnaire (calcul mental)] Figure 13 Extrait de questionnaire (calcul mental)

 [Voir la liste des
            figures] 

53 
Si certains étudiants insistent uniquement sur la décomposition additive sous-jacente à leurs stratégies de calcul (en indiquant par exemple 26 = 16+10), d’autres envisagent des éléments de discours technologiques visant à justifier plus avant pour les élèves l’équivalence des processus de calcul en jeu: 23×17 = (23×16)+23 [ou 23×1] ou 23×26 =  (23×16)+(23×10).

54 
Certains étudiants tentent de reconstruire et de formuler une technologie en lien avec l’addition itérée. Examinons l’extrait de copie suivant:

[image: Extrait de réponse (calcul mental)] Figure 14.a Extrait de réponse (calcul mental)
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55 
L’explication donnée insiste sur l’écriture «itérée» des nombres 23, dont on compte le nombre d’occurrences, et donne bien à voir comment la distributivité ne rentre pas en jeu ici. Une deuxième étudiante propose:

[image: Extrait de réponse (calcul mental)] Figure 14.b Extrait de réponse (calcul mental)
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56 
Cette étudiante se heurte au fait que 23×17 et 17×23 ne renvoient pas à la même somme. En lisant «23 fois 17» l’expression «23×17», elle est contrainte à convoquer implicitement la commutativité pour changer l’ordre d’écriture des facteurs et ainsi soutenir son discours. Puis, au lieu d’ajouter 23, elle propose d’ajouter 1×23. La réponse «une fois» correspond toutefois à un dénombrement de 23 et non à une multiplication. Une telle production donne à voir, d’une part, en quoi l’addition itérée peut engendrer des difficultés assez variées dans la mise en lumière de la propriété de distributivité, notamment en la présence d’un facteur un (déjà discutée auparavant). Elle montre, d’autre part, comment les ostensifs jouent un rôle important dans les technologies explicitées. L’oralisation «n fois m» conduit visiblement ici à une interprétation dissymétrique des facteurs qui favorise des interprétations de la multiplication en lien avec l’addition itérée.

57 
Certains étudiants (3/19) mentionnent la propriété de distributivité dans leurs réponses (et 5/19 évoquent un lien entre addition et multiplication sans expliciter). La production apparaissant en figure 14.c est assez atypique, mais intéressante puisque l’étudiante concernée envisage même d’utiliser «diverses multiplications mettant en jeu cette règle» en vue d’une comparaison permettant d’évaluer l’économie du procédé de calcul retenu par rapport à d’autres possibles. On voit ici arriver une tentative de généralisation dans le même temps qu’une volonté d’expliciter la propriété de distributivité.

[image: Extrait de réponse (calcul mental)] Figure 14.c Extrait de réponse (calcul mental)
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 5. Discussion et conclusion [image: Retour au plan de l'article]
58 
Notre travail tend à montrer les formes spécifiques que revêtent les connaissances et les savoirs liés à la propriété de distributivité dans le contexte ordinaire de l’enseignement et de l’apprentissage de la multiplication à l’école primaire.

59 
Au regard des manuels et des écrits de futurs enseignants analysés, il apparaît que l’arrière-plan théorique retenu pour enseigner la multiplication peut différer d’une organisation didactique à l’autre ou d’un manuel à l’autre. Les deux voies possibles identifiées, l’une en appui sur l’addition itérée et l’autre sur le produit cartésien, présentent des caractéristiques favorisant plus ou moins l’accès à la propriété de distributivité. 

60 
L’addition itérée confère un caractère dissymétrique aux nombres-grandeurs en jeu, comme nous avons pu le voir à plusieurs reprises. Les oralisations associées (du type «fois» ou «multiplié par») peuvent à la fois être un support pour rendre visible la distributivité (en la justifiant par associativité) et un obstacle didactique, selon la position du facteur à décomposer ou la présence d’un facteur «un». 

61 
Les situations de dénombrement de carreaux de rectangles quadrillés peuvent contribuer à l’élaboration de technologies liées à la distributivité en donnant à voir un rôle symétrique des colonnes et des lignes et permettre possiblement d’adapter les décompositions à des sommes de plus de deux termes (voire des différences), ou de rendre visible à la fois la simple et la double distributivité. Toutefois, que ce soit dans un des deux manuels étudiés ou dans le discours des futurs enseignants, cet horizon technologico-théorique lié au produit cartésien ne fonde pas en l’état certaines de ces adaptations ou extensions technologiques. Un «plan de découpage» vient assez rapidement se substituer à des situations de dénombrement de carreaux ou de calcul d’aires, privées de leurs fonctions technologiques premières. En ce qui concerne la multiplication posée, on peut se demander si la visée d’enseigner un algorithme de calcul, autrement dit une technique permettant d’accomplir de manière systématique le produit de deux nombres entiers, ne prend pas le pas sur d’autres enjeux didactiques davantage liés aux propriétés des nombres et des opérations. Ainsi peut-on même s’étonner, dans un tel environnement technologico-théorique, de voir émerger puis disparaître presque aussitôt une double distributivité (au profit de la simple) pour construire l’algorithme posé usuel (qui ne convoque que la simple distributivité au final). Notons également qu’un tel horizon technologico-théorique ne paraît jamais convoqué pour le calcul mental de produits dans les manuels analysés.

62 
Par ailleurs, les savoirs à enseigner et enseignés sur la multiplication requièrent presque toujours d’autres ingrédients technologiques en lien avec les décompositions additives des nombres, notamment les décompositions liées à la numération décimale qui interviennent de manière systématique dans le cadre du calcul posé et de façon majoritaire dans le domaine du calcul mental. On remarque que les aspects technologiques d’un discours enseignant (que ce soit celui tenu dans le guide de l’enseignant ou par de futurs enseignants de primaire) en disent souvent davantage sur ces savoirs anciens liés à la numération décimale que sur les savoirs liés à la distributivité, pourtant nouveaux. Cela contribue sans nul doute à conférer un caractère implicite, voire transparent aux technologies en lien avec la propriété de distributivité dans les savoirs enseignés sur le calcul posé.

63 
Si on regarde les types de tâches et les techniques correspondant au calcul mental ou posé de produits qui mettent en jeu la distributivité, on constate des récurrences. La distributivité est fréquemment mise en oeuvre dans le sens du développement, après une décomposition additive permettant d’obtenir une somme à partir d’un nombre qui correspond à un des deux facteurs donnés au départ (Constantin, 2017a). Pour autant, des variables didactiques (nombre de chiffres, position du facteur, type de décomposition additive, voire soustractive, etc.) font quand même varier les techniques et contribuent à les complexifier ou à en envisager des adaptations. Cette variété est sans doute renforcée par les systèmes de représentation sémiotiques ou d’écritures en jeu. On constate en effet une diversité dans la position des facteurs, des représentations sémiotiques (tableaux, opérations, arbres de calcul, langage plus ou moins naturel de type «5 fois 6») ou symboliques (égalités variées, rôle et présence de parenthèses). Cette diversité peut laisser penser à une certaine souplesse dans la mise en fonctionnement de la distributivité au sein de ces organisations mathématiques de savoirs à enseigner ou enseignés sur la multiplication. Mais ces formes plurielles de la distributivité, rencontrées dans le calcul (posé ou mental) de produits, peuvent aussi constituer un obstacle s’il s’agit de rendre visible cette «chose commune», voire de la généraliser ou de l’unifier comme un savoir préalgébrique. Les difficultés constatées dans le discours tenu ou à tenir du côté enseignant au sujet des technologies liées à la distributivité, dans le calcul mental ou posé de produits de nombres entiers, nous paraissent significatives de ce point de vue. 

64 
À ce stade, notre recherche ne permet pas encore de formuler des propositions expérimentales ou curriculaires précises en vue de favoriser l’entrée dans la pensée algébrique en lien avec la distributivité pourtant présente dans l’enseignement et l’apprentissage de la multiplication. Toutefois, l’étude ainsi amorcée nous a permis de commencer à interroger plus avant les continuités théoriques, les extensions technologiques, les adaptations de techniques, les ostensifs (les représentations sémiotiques ou les écritures symboliques possibles) les plus à même de rendre lisible ou visible la distributivité, voire d’en penser la généralisation en lien avec l’enseignement de la multiplication. Ainsi, si on reprend la perspective des situations de dénombrement de carreaux dans des rectangles quadrillés ou de calcul d’aires de surfaces rectangulaires et si celle-ci nous paraît à même de fonder un horizon technologico-théorique (de type produit cartésien) d’un savoir préalgébrique lié à la propriété de distributivité, cela ne peut se faire qu’à certaines conditions. Il s’agit, d’une part, de mettre en cohérence les techniques en jeu (à la fois pour le calcul posé et le calcul mental) et leurs adaptations avec les technologies et leurs extensions, tout en articulant ces techniques et technologies à un système d’ostensifs variés (dont des écritures symboliques) convoqués. D’autre part, cela nécessite sans doute un investissement de ces situations et des découpages rectangulaires sous-jacents par les élèves eux-mêmes, sur un assez long terme, qui pourrait aller de pair avec un certain renouveau des techniques de calcul mental et des algorithmes de calcul posé à enseigner. L’ingénierie didactique de Brousseau (2010) qui visait à enseigner l’algorithme de multiplication posée per gelosia (et non celui usuellement enseigné) pourrait être intéressante à reconsidérer de ce point de vue.
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[1] La propriété de distributivité est officiellement à enseigner à partir de l’actuel           cycle 4 d’enseignement du secondaire (élèves de 13 à 16 ans) dans le domaine           algébrique.
[2] Notons que ces étudiants n’ont pas de classe en responsabilité, mais font des stages           d’observation et de pratique accompagnée dans les classes d’enseignants           expérimentés.
[3] Nous relevons quelques exceptions: une tâche convoquant la distributivité de la           division par rapport à l’addition à droite, et une tâche très particulière et «cachée»           convoquant potentiellement une factorisation (cf. figure 6).
[4] La production d’un élève comme Josh évoquée par Schifter (1997) ne paraît dès lors           pas si étonnante si seules les technologies liées à la numération décimale font l’objet de           formulation.
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Résumé
Le courant actuel du développement de la pensée algébrique précoce (Early Algebra) réfléchit à une façon de présenter, dès le primaire, les concepts mathématiques que les élèves mobiliseront plus tard en algèbre. Dans ce cadre, nous nous intéressons plus particulièrement aux possibilités offertes par les nouvelles technologies et les jeux électroniques (ici Dragon Box Numbers et Dragon Box Algebra). Nous analysons ces jeux sous l’angle du développement de la pensée algébrique, en examinant notamment le statut qu’ils donnent à l’égalité et aux structures numériques, ainsi que sous l’angle des représentations qu’ils mettent en jeu, des traitements induits sur ces représentations et des articulations possibles avec les registres sémiotiques de l’algèbre.
Mots clés : pensée algébrique, pensée relationnelle, représentations, univers virtuels, jeux

Abstract
Developing Early Algebra through play? Representations and manipulations in DragonBoxEarly Algebra ponders how to present primary school students with mathematical concepts that they will use later on in algebra. We focus more specifically on the possibilities offered in this regard by new technologies and electronic games (here Dragon Box Numbers and DragonBox Algebra). The article examines these games from the standpoint of developing algebraic thinking — in particular the status students assign to equality and to numeric structures — and from the perspective of the representations that the students mobilize, the treatment of these representations, and possible connections with the semiotic registers of algebra.
Keywords : algebraic thinking, relational thinking, representations, virtual worlds, games

Resumen
¿Desarrollar el pensamiento algebraico precoz jugando? Representaciones y manipulaciones en Dragon BoxLa corriente actual del desarrollo del pensamiento algebraico precoz (Early Algebra) busca una forma de presentar, desde la primaria, los conceptos matemáticos que los alumnos utilizarán más tarde en el álgebra. En este contexto, nos interesamos en forma particular en las posibilidades que ofrecen las nuevas tecnologías y los juegos electrónicos (en este caso Dragon Box Numbers y Dragon Box Algebra). Analizamos estos juegos desde el ángulo del desarrollo del pensamiento algebraico, especialmente el estatus que estos juegos dan a la igualdad y a las estructuras numéricas, como también desde el ángulo de las representaciones que incorporan, los tratamientos que derivan de esas representaciones y las articulaciones posibles con los registros semióticos del álgebra.
Palabras clave : pensamiento algebraico, pensamiento racional, representaciones, universos virtuales, juegos 

Tous droits réservés © Faculté d'éducation, Université de Sherbrooke, 2019
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1 
Le travail présenté ici s’inscrit dans une réflexion sur les possibilités offertes par les technologies numériques pour développer une pensée algébrique précoce (Early Algebra) au primaire, c’est-à-dire une façon de présenter et de manipuler des concepts mathématiques comme les nombres, les opérations et l'égalité afin de faire ressortir les régularités et les propriétés qui seront mobilisées plus tard en algèbre. Les possibilités nouvelles de représentation et de manipulation des objets mathématiques offertes par les technologies numériques sont particulièrement intéressantes dans cette optique (Kieran et al., 2006). Les recherches sur l'enseignement de l'algèbre au secondaire (Moreno-Armella et al., 2008; Kaput et Shaffer, 1999) ont montré, par exemple, que l'utilisation de représentations dynamiques peut soutenir la conceptualisation des élèves et contribuer au développement de leur pensée mathématique. Elle peut aider les apprenants à donner du sens aux objets algébriques et aux relations qu'ils entretiennent entre eux (Ferrara et al., 2006). Les outils technologiques peuvent jouer un rôle dès le primaire dans le développement d'une pensée dite «arithmético-algébrique» (Hitt, Saboya et Cortés, 2017). Hewitt (2014) décrit ainsi le logiciel Grid Algebra, au sein duquel les utilisateurs peuvent déplacer des nombres et voir apparaître les relations qui les relient. Les auteurs soulignent l'intérêt d'un univers virtuel interactif au sein duquel les gestes posés par les apprenants renforcent leur compréhension des opérations numériques. Cependant, si la place donnée à la technologie dans les programmes évolue (Venant et Maheux, 2011), la question d’un usage efficace des outils offerts persiste (Venant, 2015). L’essor des jeux numériques a amené les chercheurs à s’intéresser à la façon de les intégrer dans l’enseignement (Gee, 2003; Prensky, 2001; Tobias et Fletcher, 2012; Young et al., 2012). Des études en théorie des jeux (Boyce et Barnes, 2010; Corbalan, Kester et van Merriënboer, 2008) ont montré que les jeux électroniques peuvent soutenir de façon conséquente l’apprentissage.

2 
Avec la démocratisation des tablettes mobiles, les applications éducatives se sont multipliées, notamment en mathématiques. L’une d’entre elles se démarque autant par le sujet sur lequel elle porte, l’introduction à l’algèbre, que par le succès qu’elle rencontre auprès du public. Il s’agit de la suite de jeux Dragon Box, comprenant les jeux Dragon Box Numbers, conçus pour développer le sens des nombres et des opérations chez les enfants de quatre à huit ans, et Dragon Box Algebra, conçu pour initier au calcul littéral et à la résolution d'équation les enfants de cinq ans et plus. Plusieurs auteurs (Solarz, 2014; Dolonen et Kluge, 2015; Siew, Geofrey et Lee, 2016) ont cherché à mesurer les effets de l’utilisation en classe de ce jeu sur les compétences de résolution d’équation des élèves. Bien que les résultats soient contrastés, les auteurs s’accordent sur la qualité particulière de l’engagement des élèves. Solarz (2014) rapporte que les jeunes ont continué à jouer à résoudre des équations même en dehors des heures de classe et pendant leurs pauses. Siew, Geofrey et Lee (2016) soulignent que Dragon Box Algebra offre aux apprenants des contextes situationnels pertinents, permettant un engagement à la fois cognitif et émotionnel. Selon Dolonen et Kluge (2015), le jeu possède un langage et des méthodes de résolution qui lui sont propres et qui ont pour effet d’immerger les joueurs dans un nouveau monde de mathématiques. Le but de cet article est d’explorer cet effet d’immersion, en cherchant à caractériser les systèmes sémiotiques utilisés dans les jeux de la suite Dragon Box. Pour ce faire, nous proposons de mettre au jour les différentes représentations utilisées ainsi que les traitements et les conversions rendus possibles au sein de ces systèmes, tout en cherchant à caractériser le statut que l’univers Dragon Box donne aux nombres, aux opérations, aux propriétés numériques, à l’égalité et aux symboles.

 2. Représentations et pensée algébrique [image: Retour au plan de l'article]
 2.1 La pensée algébrique précoce [image: Retour au plan de l'article]
3 
Selon Hitt, Saboya et Cortés (2017), les recherches sur la pensée algébrique se sont longtemps concentrées sur la rupture épistémologique entre arithmétique et algèbre (Vergnaud, 1988). Les travaux de Kaput (2000) sont venus poser les bases d’un nouveau paradigme, appelé Early Algebra, défendant l’idée d’une continuité plutôt que d’une rupture entre arithmétique et algèbre (Cai et Knuth, 2011; Hitt, Saboya et Cortés, 2017). Le groupe défend la possibilité de développer une pensée algébrique précoce: il ne s’agit pas de préparer les enfants du primaire à l’algèbre du secondaire, mais plutôt de réfléchir à une façon de présenter et de manipuler certains contenus mathématiques afin de faciliter la transition vers l’algèbre formelle. Les auteurs inscrits dans ce courant s’accordent pour favoriser le développement d’une pensée algébrique sans usage du langage littéral. L’accent est mis sur la tendance à généraliser et à raisonner de manière analytique (Squalli, 2015). La capacité à généraliser repose sur une bonne appréhension des structures numériques (régularités numériques, parité, divisibilité, nombres triangulaires, nombres premiers, etc.) et des propriétés des opérations (associativité, commutativité, élément neutre, etc.). Le raisonnement analytique consiste à dénoter des quantités inconnues sur lesquelles on peut opérer (Radford, 2014) et à considérer ces quantités comme si elles étaient des nombres spécifiques (Kieran, 1989; Filloy, Rojano et Puig, 2007).

4 
Nous nous inscrivons ici dans la lignée d’auteurs comme Carpenter et al. (1993), Carpenter et Franke (2001), Radford (2011) et Squalli (2015) qui prônent le renforcement d’une arithmétique signifiante se concentrant sur les concepts, les relations et les structures numériques. Certaines notions mathématiques y prennent un nouveau statut, en particulier l’égalité qui doit être conçue comme une relation d’équivalence (Theis, 2005; Osana et al., 2012). Cette arithmétique repose sur une vision des nombres et des opérations qui est plus structurale que calculatoire (Squalli, 2015). Dans cette optique, Carpenter et al. (2003) proposent des pistes pour développer chez les jeunes enfants ce qu’ils appellent une «pensée relationnelle», basée sur les propriétés fondamentales des opérations et les propriétés basiques de l’égalité, pour analyser un problème et avancer vers une solution. Ces auteurs préconisent en premier lieu un travail sur le signe égal, destiné à amener les élèves à le percevoir comme représentant une égalité de part et d’autre plutôt que comme une injonction à effectuer un calcul et écrire une réponse.

5 
Dans les jeux de la suite Dragon Box, le joueur est immergé dans des mondes spécifiques, structurés conceptuellement de façon à influencer sa perception de certains objets mathématiques. Nous cherchons à savoir si l’immersion dans ces mondes peut favoriser le développement d’une pensée algébrique précoce telle que nous venons de la décrire. Pour cela nous voulons analyser ces mondes virtuels selon deux points de vue:

	Le statut donné aux concepts mathématiques clés de la pensée algébrique: nombres,             indéterminées, égalité, opérations et équations.

	La structure conceptuelle de ces mondes: quelles propriétés des nombres et quelles             propriétés des opérations met-elle en jeu? Quelles actions le joueur peut-il poser dans             ces mondes? Ces actions favorisent-elles une vision structurale de l’arithmétique?             Quelle place est faite au raisonnement analytique et aux conjectures?


6 
À travers ce questionnement, nous portons une attention particulière au développement d’une vision structurale de l’arithmétique, en lien avec la pensée relationnelle. Radford (2014) parle à ce propos d’une «domestication des yeux» qui s’accompagne d’une «domestication des gestes» et du «discours». Pour lui, la pensée algébrique se développe à travers une activité cognitive ancrée dans les sens (sensuous cognition). La perception, le discours, les gestes et l’imagination interagissent pour concourir à la mise au jour de nouvelles relations systémiques structurantes entre les composantes matérielles et spirituelles de la pensée. Évaluer les possibilités offertes par les jeux de la suite Dragon Box pour développer la pensée algébrique passe par une analyse de ce qu’on peut percevoir à travers les représentations utilisées. C’est pourquoi nous nous attardons dans la section suivante à la notion de représentation sémiotique et à l’importance qu’elle prend en algèbre.

 3. Représentations sémiotiques [image: Retour au plan de l'article]
7 
L'enseignement des mathématiques en général, et de l'algèbre en particulier, pose la question de l'accessibilité et de la manipulation des concepts mathématiques. Ces concepts sont abstraits et nous ne pouvons pas les appréhender directement par nos sens. La connaissance que nous en avons passe nécessairement par des représentations, que nous qualifions ici, à la suite de Hitt (2004) ou de Duval (1993), de représentations sémiotiques. Elles peuvent prendre différentes formes: écriture, notation, symbole, schéma, dessin, etc. Nous n'abordons pas ici la question de l’image mentale des objets mathématiques. Duval (1993) insiste sur le fait qu'une représentation ne peut être que partielle et qu'un objet mathématique ne doit jamais «être confondu avec la représentation qui en est faite» (Duval, 1993, p. 37). Un même concept mathématique peut être représenté de différentes façons, chaque représentation traduisant une facette du concept. Ces représentations relèvent en général de registres différents que Duval (1993) appelle des «registres sémiotiques»: figural, verbal, symbolique, graphique, etc. Les registres sémiotiques permettent la mise en jeu de trois activités cognitives fondamentales (Duval, 1993):

	La formation d'une représentation identifiable: la représentation s'appuie sur une             «sélection de traits et de données du contenu à représenter» et obéit «aux règles de             conformités» (p. 41) qui sont propres au registre;

	le traitement: la transformation de la représentation au sein du même registre:             paraphrase en langage naturel, calcul en écriture symbolique, anamorphose en géométrie,             etc. Chaque registre possède ses règles de traitement;

	la conversion d'un registre à l'autre.


8 
Duval (1993) insiste sur l'importance de cette activité de conversion dans le processus de conceptualisation. En effet, puisque toute représentation s'inscrit dans un registre et que «d'un registre à l'autre, ce ne sont pas les mêmes aspects du contenu qui sont représentés» (p. 50), on ne peut concevoir pleinement un objet mathématique que par une bonne coordination de ses représentations dans les différents registres sémiotiques dont il relève. Il est donc important de faire travailler les élèves dans plusieurs registres, mais également de leur faire travailler la coordination entre ces registres.

9 
Il convient cependant d'être très conscient des apports et des limites de l'usage de représentations. Russell et al. (2011) soulignent à ce propos que si une représentation permet de donner corps à une idée mathématique, la façon dont elle le fait n'est pas transparente. Ces auteurs rejoignent Duval (1993) sur le fait qu'il y a toujours une distance entre la représentation et l'objet mathématique qu'elle représente. C’est à l’enseignant que revient la prérogative de rendre l’objet de connaissance apparent, ce que Radford (2011) appelle l’objectivation. Ce processus repose sur la coordination des représentations, des gestes, des outils, des mots, des symboles au sein de l’activité sémiotique de l’élève et met en jeu la cognition sensorielle que nous avons déjà mentionnée.

10 
La question de la représentation des objets mathématiques est particulièrement cruciale dans un environnement numérique. Les technologies numériques ne font pas qu’étendre nos possibilités de représentations et de calculs. Elles transforment la nature même de ce que l’on peut connaître, mais aussi la manière par laquelle on peut le connaître (Radford 2014). Nous analyserons donc les représentations sémiotiques utilisées dans les jeux de la suite Dragon Box selon deux axes:
	La perception que l’on peut avoir des objets mathématiques à travers les               représentations qui en sont faites, c’est-à-dire les caractéristiques de ces objets               sur lesquels ces représentations s’appuient.

	Les registres sémiotiques utilisés ainsi que la mise en oeuvre de traitements au               sein d’un même registre et de conversions d’un registre à l’autre.



11 
Nous présentons dans les sections suivantes nos analyses des jeux Dragon Box Numbers et Dragon box Algebra. Chaque partie est structurée de la manière suivante: une description du jeu suivie d’une analyse présentant les objets algébriques présents dans le jeu et la façon dont ils sont représentés en termes de registre et de traitements possibles. Nous analysons ensuite le jeu en termes de pensée structurale et de raisonnement analytique. Enfin, suivant l’idée de Radford (2015) selon laquelle l’activité conjointe professeur-élève «rend progressivement possible l’apparition ou la matérialisation d’autres aspects de la pensée algébrique» (p. 344), nous proposons quelques pistes didactiques pour l’exploitation du jeu en classe.

 4. Dragon Box Numbers   [image: Retour au plan de l'article]
 4.1 Présentation du jeu [image: Retour au plan de l'article]
12 
Le jeu Dragon Box Numbers vise à développer une compréhension intuitive de la nature des nombres, de leurs relations et des opérations que l'on peut leur appliquer. Il propose un univers coloré au sein duquel l'enfant peut interagir avec les Nooms, petits monstres représentant chacun un nombre entre un et dix (Figure 1).

[image: Nooms de 1 à 10 et 14] Figure 1 Nooms de 1 à 10 et 14

 [Voir la liste des
            figures] 
13 
Le jeu repose sur la manipulation, toujours très libre, des Nooms. Le joueur peut en tout temps les combiner ou les décomposer. En approchant un noom d’un autre, on donne naissance au noom représentant leur somme. D’un geste du doigt ou de la souris, on peut sectionner un noom et le décomposer en nooms inférieurs dont il est la somme. Chaque opération est commentée par une voix désignant oralement l'opération réalisée et son résultat, sous la forme «trois plus un, quatre» ou «cinq moins un, quatre». Le jeu permet aussi d'accéder aux nombres compris entre 10 et 100: le 34, par exemple, est constitué de trois nooms noirs (10+10+10) rehaussés d’un noom vert (+4), avec le signe + entre chaque noom.

14 
Le jeu repose sur l'exploration et les manipulations plus ou moins libres, au sein de quatre types de jeux: le puzzle, la course, l'échelle et le jeu libre. Le jeu de puzzle propose des grilles à compléter pour former un dessin (animal, véhicule, forme géométrique, etc.). Pour compléter une grille, il faut insérer dans chaque case le noom correspondant au nombre demandé. Le puzzle mélange plusieurs représentations des nombres: nooms, chiffre ou taille de la zone à remplir.

[image: Exemple de puzzle dans Dragon Box Numbers] Figure 2 Exemple de puzzle dans Dragon Box             Numbers

 [Voir la liste des
            figures] 
15 
Pour former les nombres demandés, le joueur se procure des nooms en cliquant sur les cheminées en haut à droite de l'écran. Dans les premiers niveaux, une seule cheminée fournit uniquement des unités qu'il suffit d'assembler. Dans les niveaux suivants, les contraintes changent, le nombre de cheminées augmente et celles-ci ne fournissent plus uniquement des unités. Dans la Figure 2, le joueur doit former les nombres 2, 3, 8, 9, 12 et 14 et les cheminées ne fournissent que des quatre et des six. Au fil des niveaux la grille s’agrandit et la difficulté augmente. En particulier, le nombre de décompositions possibles pour chaque nombre à construire est plus grand.

16 
Le jeu de l'échelle concerne les nombres supérieurs à dix. Le joueur doit combiner des nooms pour former des grands nombres permettant d'atteindre une étoile. Les combinaisons possibles sont restreintes par la présence de bombes à éviter. Dans la Figure 3, le joueur doit former le nombre 12 à partir des nombres 4 que lui fournit la cheminée, sans passer par le nombre 8. Dans la Figure 4, il doit former le nombre 17 sans passer par les nombres 1 à 9. La cheminée ne lui fournit que des dizaines.

[image: Jeu de l'échelle: former 12] Figure 3 Jeu de l'échelle: former 12

 [Voir la liste des
            figures] 
[image: Jeu de l'échelle: former 17] Figure 4 Jeu de l'échelle: former 17

 [Voir la liste des
            figures] 
17 
Dans le jeu de course, l'enfant doit guider un noom pour qu'il récolte un maximum d'étoiles. La différence avec d'autres jeux classiques de course comme Super Mario Run, Rider ou Geometry Dash, c'est qu’il ne suffit pas de taper l’écran au bon moment. L’enfant doit calculer mentalement l’écart entre le niveau du noom et celui de l’étoile à atteindre et appuyer sur le bouton contrôle correspondant.

18 
Le jeu libre est une zone d'exploration. Une cheminée fournit des unités que l’on peut combiner à sa guise, donnant naissance à des nooms que l’on peut alors combiner ou décomposer à volonté. La représentation est munie de la même échelle que le jeu d'échelle.

 4.2 Analyse de Dragon Box Numbers [image: Retour au plan de l'article]
19 
Parmi les objets mathématiques auxquels nous nous intéressons dans cette recherche, ceux qui sont présents dans le jeu Dragon Box Numbers sont les nombres, l’addition et l’égalité. Nous en analysons les représentations ci-dessous.

 4.2.1 Représentation des nombres dans Dragon Box         Numbers [image: Retour au plan de l'article]
20 
Le jeu propose trois représentations différentes des nombres inférieurs à dix: noom, chiffre et suite de cases. Au sein du jeu de puzzles, le nombre à construire est parfois représenté par une série de cases, le nombre de case correspondant au nombre à construire. Le chiffre relève du registre symbolique et n’est utilisé dans ce jeu que pour l’aspect dénominatif du nombre: il permet de désigner le nombre comme un élément particulier de l’ensemble des entiers naturels. La suite de cases relève du registre iconique et représente l’aspect cardinal du nombre. Le noom est une représentation très complexe et constitue le coeur du jeu. Il incarne avant tout un personnage caractérisé par ses possibilités de comportement: capacité de mouvement, possibilité de se combiner et émission de sons caractéristiques. Ce personnage constitue une représentation composite d’un nombre caractérisée par une hauteur, une couleur et un son. La hauteur relève du registre graphique. Elle est proportionnelle au nombre représenté et prend en charge l’aspect cardinal du nombre. La couleur relève du registre figural et prend en charge l’aspect dénominatif du nombre. Le son relève du registre physique et prend également en charge l’aspect dénominatif du nombre.

21 
Les nombres supérieurs à dix sont représentés par une juxtaposition verticale de nooms dix et d’un noom unité, associés à l’aide du symbole +. Ce choix de représentation repose sur la même contrainte qui régit tous les systèmes de représentation des nombres: on doit pouvoir représenter l’infinité des nombres entiers à partir d’un nombre fini de signes.

22 
Le jeu propose plusieurs traitements au sein du registre figural. La combinaison et la décomposition permettent de passer d’une représentation de type noom à une autre. Ce passage est pris en charge par le jeu, mais résulte de l’action du joueur. Il permet une incarnation sensorielle du calcul pour le joueur. En sélectionnant uniquement la composante hauteur parmi toutes les composantes de la représentation noom, la représentation composite devient une représentation figurale simple. Le noom est alors perçu uniquement dans sa dimension verticale. Cette transformation est prise en charge par le joueur lorsqu’il juxtapose deux nooms pour les comparer. Il permet de rendre compte de l’aspect ordinal du nombre. Le traitement menant de la suite de case vers le noom est pris en charge par le joueur et permet de mettre l’accent sur l’aspect cardinal du nombre.

23 
Les différentes représentations du nombre sont également mises en jeu dans deux types de conversion. Lors du jeu de course, le noom perd toutes ses caractéristiques numériques et devient juste un personnage que l’on déplace. Cette conversion est prise en charge par le jeu et permet de transférer l’activité numérique sur le calcul des écarts et l’action du joueur vers les contrôles en bas de l’écran plutôt que directement sur les nooms. Le jeu des puzzles induit une conversion du registre figural vers le registre symbolique lorsque le nombre à construire est représenté par un chiffre. Cette conversion est prise en charge par le joueur. Elle anticipe la transposition de l’univers virtuel vers l’univers mathématique en amenant le joueur à comprendre que le noom est une représentation et non pas l’objet mathématique. Il est à noter que cette conversion est favorisée par une correspondance de couleur. La couleur du chiffre est la même que celle du nombre correspondant.

 4.2.2 Représentations des opérations dans Dragon Box         Numbers [image: Retour au plan de l'article]
24 
Nous incluons la soustraction dans le concept d’addition. Ce sont en effet deux opérations réciproques et nous considérons qu’elles relèvent toutes deux du champ opératoire additif. Cette conception s’inscrit dans une vision structurale de l’ensemble des entiers en tant que groupe additif. Le jeu propose quatre représentations de l’addition: la combinaison, la décomposition, les énoncés accompagnant chacune de ces actions et le symbole +. La combinaison (action de rapprocher un noom d’un autre pour qu’ils s’unissent) et la décomposition (action de sectionner un noom en deux nooms plus petits dont il est la somme) relèvent du registre kinesthésique. Ces deux actions sont possibles aussi bien sur les nooms que sur les combinaisons de nooms et du symbole + représentant des nombres supérieurs à 10. Les énoncés relèvent du registre verbal. Les deux premières représentations permettent aux joueurs de concevoir l’addition comme une propriété intrinsèque des nombres, de même que le fait que de pouvoir se combiner ou se décomposer est une propriété intrinsèque des nooms. De plus, elles permettent de développer le sens des nombres, car à travers cette possibilité d’être sectionné le noom est perçu comme portant en lui toutes les combinaisons additives dont il est le résultat. Le jeu propose une articulation systématique des registres kinesthésiques et verbaux, en accompagnant chaque action d’un énoncé. Ce traitement reste cependant à la charge du joueur, le jeu se contentant d’associer les représentations dans l’espace sonore du jeu. On peut considérer que l’ensemble «action + énoncé» forme une représentation à part entière dans le registre sensoriel. Le fait que les procédures de calcul soient prises en charge par le jeu permet de mettre l’accent sur l’aspect relationnel de l’addition. Cependant, cette relation n’est pas symétrique. Un des termes est mis en avant, le noom qui «avale» l'autre, et c'est celui qui est cité en premier par la voix off: «trois plus quatre» correspond à trois qui avale quatre.

25 
Le symbole + relève du registre symbolique et n’intervient que dans la représentation des nombres supérieurs à dix. Une conversion implicite se fait du registre kinesthésique vers le registre symbolique. Le symbole + rend apparente une parmi toutes les combinaisons additives des nombres, mettant au jour le rôle particulier de la dizaine dans notre système d’écriture des nombres.

 4.2.3 Représentations de l’égalité dans Dragon Box         Numbers [image: Retour au plan de l'article]
26 
L’égalité est représentée de deux façons différentes: apparition d’un nouveau nombre issu d’une combinaison ou d’une section ou comparaison de hauteurs. L’apparition d’un nouveau nombre relève du registre évènementiel qui est un registre propre aux environnements numériques. L’accent est mis sur le résultat de l’opération et sur une conception de l’égalité en tant qu’opérateur. La comparaison de hauteurs, que ce soit de deux nooms ou de deux juxtapositions verticales de nooms, relève du registre graphique. Elle met en relation deux grandeurs égales et s’appuie donc sur une conception de l’égalité comme relation d’équivalence. Le jeu permet, sans la forcer, l’articulation de ces deux registres dans la mesure où l’on peut construire des nouveaux nooms par combinaison ou section puis comparer leur hauteur.

 4.2.4 Généralisation et pensée structurale dans Dragon         Box Numbers [image: Retour au plan de l'article]
27 
Le jeu Dragon Box Numbers est sémiotiquement très pertinent dans la mesure où le système qu'il met en place répond à un certain critère de Duval (1993): les représentations des nombres s’appuient sur leurs caractéristiques structurantes au sein de l'ensemble des entiers naturels, et permettent certains traitements liés à l'addition. Chacun des jeux utilise systématiquement et conjointement des représentations relevant de différents registres, répondant ainsi aux préoccupations de Duval (1993). Le noom propose une représentation dynamique du nombre. Il représente le nombre en tant qu’élément de l’ensemble des entiers naturels structuré par l’addition. La hauteur d’un noom est proportionnelle au nombre qu’il représente. Cela permet de comparer visuellement les nooms et d’appréhender visuellement la notion d’ordre total sur l’ensemble des entiers.

28 
L’addition est incarnée dans le noom dans la mesure où elle définit ses possibilités de comportements. Le rôle structurant de l’addition est présent à plusieurs niveaux du jeu. Dans les premiers niveaux du jeu de puzzle, la cheminée ne fournit que des nooms unité et induit une construction du nombre comme addition répétée d’unités à partir de un, mettant au jour à la fois le caractère indivisible de l’unité et son rôle dans la construction des entiers. Dans les niveaux plus avancés, la décomposition en unités n’est pas la stratégie la plus efficace. L’accent est alors mis sur le fait que tout nombre porte en lui l’ensemble des décompositions additives dont il est la somme.

29 
Les différents jeux permettent d’initier un processus de généralisation des propriétés. En effet, ils sont basés sur la répétition des mêmes actions de construction de nombre. Au fil de son avancée dans les différents niveaux, le joueur est alors à même de dégager certains invariants. Par exemple, bien que l’addition soit construite de façon non symétrique, au fur et à mesure de ses essais, le joueur réalise que l’ordre dans lequel il manipule les nooms n’est pas important. Pour construire un noom 5 à partir d’un noom 3 et d’un noom 2, que ce soit 2 qui avale 3 ou 3 qui avale 2 n’a pas d’importance. Il en va de même pour construire un noom 7 à partir des nooms 4, 2 et 1, peu importe si c’est 4 qui avale 2, puis 6 qui avale 1, ou si c’est 2 qui avale 1 puis 4 qui avale 3. En mettant l’accent sur le noom à construire, sans imposer de procédure, le jeu permet à l’apprenant de prendre conscience de façon intuitive et sensorielle de la commutativité et de l’associativité de l’addition. Cette connaissance reste cependant implicite et le jeu ne permet pas de l’objectiver.

 4.2.5 Raisonnement analytique dans Dragon Box         Numbers [image: Retour au plan de l'article]
30 
Le traitement des quantités inconnues n’est pas une priorité dans ce jeu pensé pour développer le sens des nombres. Cependant, le jeu de course nécessite une vitesse de réaction qui ne laisse pas au joueur la possibilité de procéder par essais et erreurs. Il doit donc manipuler la quantité inconnue comme un nombre pour pouvoir trouver rapidement sa valeur et activer le bon contrôle au bon moment. La quantité inconnue est dénotée visuellement comme une hauteur à franchir. On retrouve ici les trois conditions imposées par Radford (2014) pour qu’on puisse parler de pensée algébrique: la présence de quantités inconnues, la dénotation de ces quantités inconnues et un début de traitement analytique. Le jeu d’échelle impose aussi un traitement analytique pour construire le nombre visé. Les contraintes représentées par les bombes empêchent le fonctionnement par essais et erreurs. Le joueur doit anticiper la construction du nombre avant de le placer sur l’échelle.

 4.3 Pistes didactiques pour une utilisation du jeu Dragon         Box Numbers favorisant le développement de la pensée algébrique  [image: Retour au plan de l'article]
31 
Le statut d’opérateur donné à l’égalité nécessite un travail explicite pour développer la conception de l’égalité comme équivalence. Plusieurs pistes sont possibles. L’une d’entre elles consiste à travailler des relations comme: 10+10=?+9=?+8 dans la zone libre en exploitant la représentation «en échelle» qu’elle permet, au sein de laquelle les nooms ne se combinent pas, mais se juxtaposent verticalement (Figure 5).

[image: Représentation des nooms «en échelle»] Figure 5 Représentation des nooms «en             échelle»

 [Voir la liste des
            figures] 
32 
Une autre possibilité est d’exploiter la représentation kinesthésique de la soustraction. Ce geste permet certes de décomposer tout noom en la somme de deux autres nooms, mais la précision des outils (trajectoire du doigt sur tablette ou trajectoire de la souris sur ordinateur) ne permet pas au joueur d'être le maître de cette décomposition. Par exemple, en coupant un noom huit, le joueur peut aussi bien faire apparaître un noom un et un noom sept, qu'un noom deux et un noom six. Le jeu laisse une place au hasard et le joueur doit s'adapter à la décomposition proposée. On obtient ainsi une représentation de l'addition qui permet d'explorer des relations du type 8=2+6=2+2+2+2 et d'avancer vers une conception relationnelle de l'égalité.

33 
Le jeu peut aussi être utilisé pour initier les élèves à la généralisation à travers un travail sur la parité ou d’autres régularités numériques. Le travail peut être commencé dans le jeu de puzzle, quand il amène, par exemple, le joueur à construire les nooms six et sept à partir uniquement des nooms un et deux. L’enseignant peut aider l’élève à prendre conscience que le premier peut être construit uniquement à partir de nooms deux, alors que la construction de l’autre nécessite au moins un noom unité. La zone de jeux libres peut alors être exploitée pour permettre une généralisation de cette propriété. Elle a été conçue pour permettre aux enseignants de faire découvrir à leurs élèves des propriétés de l'addition et des régularités numériques ou encore des notions comme celles de multiples et diviseurs. La liberté d’exploration offerte dans toutes les zones du jeu peut être mise à profit pour inciter les élèves à faire des conjectures, suivant les préconisations de Carpenter et al. (2003).

34 
Le plus grand défi reste le transfert des connaissances construites dans le monde virtuel du jeu vers le monde numérique de la classe. Pour cela, un travail d’explicitation semblable à celui proposé par Solarz (2014) pour un autre jeu nous paraît particulièrement intéressant. Elle propose en effet de reprendre les activités du jeu en les plongeant dans un contexte purement scolaire avec des «vrais» nombres. Par exemple, créer un jeu de puzzle à résoudre au tableau, dans lequel élèves et enseignant construisent conjointement les nombres nécessaires à partir de contraintes imposées, comme «tu n’as le droit d’utiliser que des 2 et des 3», permettrait d’objectiver au sens de Radford (2011) les propriétés de l’addition que le jeu induit de façon intuitive.

 5. Dragon Box Algebra (5+)   [image: Retour au plan de l'article]
 5.1 Présentation du jeu [image: Retour au plan de l'article]
35 
Le jeu Dragon Box Algebra a été conçu pour permettre à des élèves d'âge primaire d'apprendre à résoudre des équations du premier degré. Il se décline en 5 chapitres comportant chacun 20 niveaux. L'équation est représentée par un écran séparé en deux parties et l'inconnue est représentée par une boîte: la Dragon Box. Les termes de l'équation sont représentés par des cartes que l'on peut manipuler. Pour réussir un niveau, il faut découvrir ce que contient la boîte. Autrement dit, il faut isoler la boîte d’un côté et simplifier au maximum les cartes se trouvant de l’autre côté.

[image: Écran de jeu dans Dragon Box Algebra] Figure 6 Écran de jeu dans Dragon Box             Algebra

 [Voir la liste des
            figures] 
36 
Dans le premier chapitre du jeu, le nombre zéro est représenté par un tourbillon. Pour éliminer une carte, il faut lui superposer son anti-carte faisant apparaître alors un tourbillon (représentation du nombre zéro) supprimable d'un clic.

[image: Carte et anti-carte dans Dragon Box Algebra] Figure 7 Carte et anti-carte dans Dragon Box             Algebra

 [Voir la liste des
            figures] 
37 
Lorsque le niveau est résolu, la Dragon Box diffuse une lumière et se déplace à la frontière des deux parties de l'écran pour «absorber» le contenu de l'autre partie de l'écran.

38 
Ce premier chapitre pose les bases du jeu et les règles qui le régissent: supprimer directement les tourbillons qui n’ont pas d’influence sur l’équation; réunir une carte donnée et son anti-carte et ne pas oublier de supprimer toutes les cartes possibles, même du côté opposé à la caisse, pour simplifier l’expression de la solution. Le niveau n’est pas complété tant que toutes les simplifications n’ont pas été faites. Au niveau neuf, une pioche est introduite. Elle permet d'ajouter une carte afin de pouvoir isoler la boîte. Une case vide apparaît alors dans l'autre partie d'écran forçant le joueur à «ajouter la même carte de l'autre côté». Le jeu est bloqué tant que cette manipulation n'a pas été effectuée.

[image: Ajouter une carte de la pioche dans Dragon Box Algebra] Figure 8 Ajouter une carte de la pioche dans Dragon Box             Algebra

 [Voir la liste des
            figures] 
39 
Le jeu introduit peu à peu des représentations symboliques. À partir du niveau 12, des «cartes lettrées» apparaissent. L'anti-carte d’une carte lettrée est la carte comportant la même lettre précédée du signe moins. Enfin, la boîte se transforme en «carte x» au niveau 18. L'inconnue est toujours entourée de petites étoiles et se comporte comme la Dragon Box.

[image: Apparition des symboles dans Dragon Box Algebra] Figure 9 Apparition des symboles dans Dragon Box             Algebra

 [Voir la liste des
            figures] 
40 
Le chapitre 2 reprend tous les éléments du chapitre 1 en y ajoutant les représentations de la division et de la multiplication et les règles de simplification subséquentes. La carte point apparaît quand on simplifie une division. Pour la faire disparaître, il faut la multiplier par une autre carte.

41 
Les chapitres suivants introduisent progressivement la notation symbolique.

[image: Apparition des opérateurs dans Dragon Box Algebra] Figure 10 Apparition des opérateurs dans Dragon Box             Algebra

 [Voir la liste des
            figures] 
[image: Équations littérales dans Dragon Box Algebra] Figure 11 Équations littérales dans Dragon Box             Algebra

 [Voir la liste des
            figures] 
 5.2 Analyse de Dragon Box Algebra [image: Retour au plan de l'article]
42 
Parmi les objets mathématiques auxquels nous nous intéressons dans cette recherche, ceux qui sont directement représentés dans le jeu Dragon Box Algebra sont les nombres, les quantités inconnues, l’égalité et les opérations. Nous en analysons les représentations ci-dessous.

 5.2.1 Représentations des nombres dans Dragon Box         Algebra [image: Retour au plan de l'article]
43 
Les nombres sont représentés par les cartes, relevant à la fois du registre figural en tant qu’objets que l’on peut manipuler en les faisant glisser et du registre symbolique par les signes qu’elles portent. Cette représentation s’appuie sur deux caractéristiques du nombre qui sont d’ordre structural: le fait de posséder un opposé représenté par l’anti-carte correspondante et le fait qu’on puisse opérer dessus. La représentation figurale fait complètement abstraction de la quantité dénotée par le nombre. La représentation symbolique permet d’y accéder par habitude culturelle, car elle utilise les chiffres usuels, mais cette quantité n’intervient pas dans les manipulations possibles dans le jeu. C’est en termes de carte et d’anti-carte associées que le raisonnement se fait au sein du jeu. Ce passage du registre figural au registre symbolique ne peut toutefois pas être qualifié de conversion, car il n’y a pas de correspondance entre les figures et les chiffres. Seules deux figures sont associées à des nombres: le tourbillon qui correspond à 0 (neutre pour l’addition) et la carte point qui correspond à 1 (neutre pour la multiplication).

 5.2.2 Représentations des quantités inconnues dans Dragon         Box Algebra [image: Retour au plan de l'article]
44 
Les quantités inconnues sont représentées de deux façons: sous forme de boîte, puis sous forme de carte portant le symbole x. La boîte relève du registre iconique, les cartes du registre symbolique. Ce changement de registre dans les niveaux les plus avancés peut être qualifié de conversion.

 5.2.3 Représentations de l’égalité dans Dragon Box         Algebra [image: Retour au plan de l'article]
45 
Le jeu présente trois représentations de l’égalité: la zone frontière entre les deux parties de l’écran dans les premiers niveaux (registre graphique), le signe = entre deux expressions dans les niveaux avancés (registre symbolique) et la nécessité d’équilibrer les actions de chaque côté de l’écran (registre mental). Le jeu impose une réelle articulation entre la troisième représentation et les deux premières. De plus, il prend en charge la conversion du registre graphique vers le registre symbolique.

 5.2.4 Représentations des opérations dans le jeu Dragon         Box Algebra [image: Retour au plan de l'article]
46 
Dans Dragon Box Algebra, les opérations sont représentées par des glissements de cartes résultant soit en une coprésence dans une même partie d'écran (addition), soit en une juxtaposition horizontale (multiplication), soit en une juxtaposition verticale (division). Ces actions relèvent du registre kinesthésique. Dans les niveaux les plus avancés, ces représentations existent toujours et sont articulées avec des représentations symboliques. La neutralité du zéro pour l’addition et du un pour la multiplication est représentée par une disparition lorsqu’on leur applique l’opération correspondante. Elle relève du registre évènementiel.

 5.2.5 Généralisation et pensée structurale dans Dragon         Box Algebra [image: Retour au plan de l'article]
47 
Le système sémiotique formé par les cartes et les règles de manipulation qu’on leur applique n’est pas aussi complet que le système numérique, mais il permet de focaliser l'attention sur certaines propriétés structurantes: possibilité d'addition et de multiplication; existence de symétries pour chaque opération; élément neutre pour chaque opération. Le jeu offre ainsi un système sémiotique virtuel parallèle à celui de l'algèbre.

48 
La faiblesse de ce système, pour reprendre les critères de Duval (1993), réside dans la sélection des traits retenus dans les représentations aussi bien des nombres que des opérations. La représentation des nombres sous forme de cartes ne permet pas, en effet, de faire émerger les propriétés des opérations de façon naturelle et implicite, ainsi que le préconisent Carpenter et al. (2003). En effet, ces propriétés ne sont pas intrinsèques aux objets manipulés, mais imposées par le jeu. En revanche, le jeu propose une représentation non standard d'une égalité numérique et du signe égal. Impossible ici pour le joueur de concevoir l'égalité comme une injonction à effectuer un calcul, c'est clairement la mise en relation de deux entités qui est travaillée. Cet aspect est renforcé par le fait qu'il faille toujours «équilibrer» et poser les mêmes actions de chaque côté de l'écran. Cependant, la faiblesse des représentations numériques se répercute sur la nature des traitements permis: pâles copies des traitements possibles dans le monde numérique. Les opérations sont perçues comme des règles du jeu arbitraires et ne sont considérées que d'un point de vue syntaxique. De même, la représentation de la notion d'opposé est relativement artificielle. Autant la représentation de ce concept par une carte et son anti-carte est intuitive, autant le passage aux cartes lettrées est complètement contre-intuitif. Pourquoi l’anti-carte de «c» serait-elle «-c»? Il en résulte une vision purement syntaxique de ce concept.

 5.2.6 Raisonnement analytique dans Dragon Box         Algebra [image: Retour au plan de l'article]
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Le jeu débute très loin de toute pensée analytique. Tant que les quantités inconnues sont représentées sous forme de boîtes, elles sont certes dénotées, mais ne peuvent recevoir aucun traitement. La nature de la zone frontière entre les deux parties d'écran annonce cependant la conversion qui va être effectuée dans la suite du jeu. Le fait que la Dragon Box doive se déplacer dans cette zone pour y rencontrer son contenu offre la possibilité d'une conceptualisation des liens entre les notions d'inconnues, de solution et d'égalité. C’est aussi dans cette zone qu’apparaîtra ensuite le signe égal. Cette conversion vers le registre symbolique s’effectue de façon assez transparente pour le joueur et lui permet d’avancer vers une pensée analytique. Puisque les quantités indéterminées sont représentées de la même façon que les quantités connues, le joueur leur applique intuitivement les mêmes opérations. Cependant, ce traitement analytique souffre des mêmes carences que les traitements numériques précédemment décrits. Le système sémiotique n’est pas suffisament puissant pour que les règles de manipulations algébriques soient découvertes par le joueur en créant ses propres solutions. Le jeu est très directif et n'offre pas vraiment de possibilités d'exploration. Le joueur n'est jamais en mesure d'établir ses propres conjectures sur le comportement des objets manipulés avant que le jeu ne lui donne la règle préétablie. Les niveaux sont centrés sur la résolution plutôt que sur la manipulation d’équations et le jeu explicite l’utilisation de toutes les procédures sans en expliquer la raison. Ces procédures sont plaquées de façon artificielle sur les objets qu'elles régissent, dans un souci d'imitation des structures numériques. Il aurait peut-être été possible de construire un système tout aussi cohérent duquel les règles manipulatoires auraient émergé naturellement. Dès lors, l'objet central du jeu, à savoir l'équilibre à garder entre les deux parties de l'écran, aurait pu lui aussi prendre sens de façon naturelle.

 5.2.7 Pistes didactiques pour une utilisation de jeu Dragon Box Algebra favorisant le développement de la pensée algébrique  [image: Retour au plan de l'article]
50 
Ce jeu propose des représentations novatrices et très riches du monde algébrique et offre une possibilité de les manipuler de façon virtuelle et ludique. Sa force réside dans l'engagement immédiat et durable qu'il provoque chez les joueurs comme l’ont démontré plusieurs études (Solarz, 2014; Siew, Geofrey et Lee, 2016; Dolonen et Kludge, 2015). Cependant, son utilisation dans une perspective de développement de la pensée algébrique reste sujette à réflexion. Il convient en particulier d'être conscient des simplifications effectuées par rapport aux systèmes sémiotiques de l'algèbre et de réussir à donner du sens aux règles et propriétés véhiculées par ce jeu. Ainsi que nous l’avons déjà souligné pour le jeu Dragon Box Numbers, la question qui se pose est celle du transfert des connaissances construites au sein de l’univers virtuel vers l’univers des mathématiques. Pour un usage du jeu dans une perspective éducative, il est nécessaire de compléter le travail implicite mené dans le jeu par un travail explicite mené hors du jeu. C’est ce que fait Solarz (2014): après une immersion collective dans l’univers du jeu (le jeu est affiché au TBI et l’enseignante joue en même temps que les élèves), elle transpose explicitement les situations du jeu en situation mathématiques et les règles sont d’abord appliquées en reprenant la sémiotique du jeu. Par exemple, elle reprend d’abord la sémiotique de la pioche, avec des flèches pour indiquer des glissements de nombres de part et d’autre de l’égalité, avant de passer à un formalisme plus classique. Les différences dans les résultats d’apprentissage des élèves relevées dans les études empiriques menées sur ce jeu (Solarz, 2014; Dolonen et Kluge, 2015; Siew, Geofrey et Lee, 2016) s’expliquent essentiellement par la capacité de l’enseignant à entrer dans l’univers du jeu et à guider les élèves dans une explicitation des connaissances construites en jouant.

 6. Conclusion [image: Retour au plan de l'article]
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Un élément frappant dans les deux jeux analysés, qui pourrait expliquer en partie le succès qu’ils rencontrent, est l’originalité des représentations proposées. La technologie permet ici de créer des artefacts donnant des accès nouveaux aux objets mathématiques. Les deux jeux associent gestes et concepts, permettant d’ancrer le cognitif dans le sensoriel, mais les connaissances ainsi construites restent à objectiver au sens de Radford (2011). Cependant, ainsi que le soulignent Blanton et Kaput (2004), ces jeux peuvent être utilisés pour offrir aux enfants des moyens de plus en plus formels et adaptés à leur âge pour établir et exprimer des généralisations. Ils offrent aux joueurs une expérience originale et amusante avec les nombres tout en les initiant à la formalisation au sein de systèmes de symboles significatifs (Van de Walle, Karp et Bay-Williams, 2011), même s'ils sont différents de ceux de l'algèbre classique. Ces deux jeux affichent également une volonté de permettre l'exploration des concepts de régularité (Ibid.) très réussie dans Numbers, mais beaucoup moins aboutie dans Algebra.

52 
Cependant, comme nous l'avons déjà souligné dans nos recherches précédentes (Venant, 2015; Tremblay et Venant, 2015) si le potentiel sémiotique et cognitif des outils virtuels est bel et bien présent, sa mise en oeuvre demande l’intervention experte d’une personne-ressource externe. Le rôle de l'enseignant est alors majeur. Celui-ci doit être tout à fait conscient non seulement des forces et faiblesses de l'outil dans lequel il engage ses élèves, mais aussi des «structures souterraines» (Geeraerts et al., 2015) créées par les représentations mises en jeu. Ceci est particulièrement vrai pour les jeux étudiés ici qui, selon l'usage que l’on en fait, peuvent aussi bien aider de façon significative au développement de la pensée relationnelle que se montrer totalement inefficaces, voire contre-productifs.
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Résumé
L’objectif de ce travail a été d’analyser les interactions verbales élèves-enseignantes mettant en évidence le rôle du langage dans le développement de la pensée algébrique dans une perspective historico-culturelle. Les interactions ont eu lieu grâce à des tâches dont la construction se basait sur la perception des régularités dans des suites non numériques. Cette recherche a été réalisée dans le cadre d’un partenariat entre des enseignantes de l’école primaire et des chercheurs associés à un master académique. Elle a été développée en contexte réel avec 29 élèves (8-9 ans) de 3e année de l’école primaire. Les données recueillies montrent que les interactions verbales élèves-enseignantes favorisent le développement de la pensée algébrique sans l’introduction du langage mathématique (Mason, 2007; Radford, 2013, 2014).
Mots clés : pensée algébrique, perspective historico-culturelle, élèves d’écoles primaires, enseignement des mathématiques, rôle du langage

Abstract
The role of verbal interaction in the acquisition of algebraic thinking in primary instructionThe purpose of this study was to examine student-teacher verbal interactions that highlight the role of language in the development of algebraic thinking from a cultural-historical perspective. The interactions took place during tasks dealing with the perception of patterns in non-numeric sequences. The study was conducted as part of a partnership between primary school teachers and researchers associated with an academic master’s degree. The study was developed in a real-life context, with 29 third-grade primary students (8-9 years old). The collected data reveals that “students-teachers” verbal interactions are conducive to developing algebraic thinking without the introduction of mathematical language (Mason, 2007; Radford, 2013, 2014).
Keywords : algebraic thinking, cultural-historical perspective, primary students, mathematics instruction, role of language

Resumen
El rol de la interacción verbal en la adquisición del pensamiento algebraico en la educación primariaEl objetivo de este trabajo ha sido analizar las interacciones verbales entre alumnos y profesores, poniendo en evidencia el rol del lenguaje en el desarrollo del pensamiento algebraico desde una perspectiva histórico-cultural. Las interacciones tuvieron lugar en situaciones donde las tareas demandadas tenían relación con la percepción de regularidades en secuencias no numéricas. Esta investigación fue realizada en el marco de un acuerdo entre profesores de primaria e investigadores asociados a una maestría; ella fue aplicada con 29 alumnos (de 8 a 9 años) de tercer año de primaria. Los datos recogidos muestran que las interacciones verbales “alumnos-profesores” favorecen el desarrollo del pensamiento algebraico sin la introducción del lenguaje matemático (Mason, 2007; Radford, 2013, 2014).
Palabras clave : pensamiento algebraico, perspectiva histórico-cultural, alumnos de escuelas primarias, enseñanza de las matemáticas, rol del lenguaje
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 1. Introduction [image: Retour au plan de l'article]
1 
Cet article vise à présenter nos analyses concernant les échanges verbaux élèves-enseignantes qui ont mis en évidence le rôle du langage dans le développement de la pensée algébrique dans une salle de classe d’école primaire. La perception des régularités dans les suites non numériques (suites figuratives) a fait l’objet de ces échanges. Soulignons que ce texte fait le récit d´une partie d’un travail de recherche fait en collaboration [1] entre des professeurs du programme de troisième cycle en éducation de l’Université São Francisco et des enseignantes de l’école primaire publique de la ville de Nazaré Paulista (São Paulo, Brésil). Notre intérêt pour la recherche est de répondre aux discussions actuelles concernant le curriculum de l’école primaire au Brésil: l’algèbre était jusqu’ici insérée à partir de la septième année (élèves de 12-13 ans), mais les dernières réformes [2] ont introduit le développement de la pensée algébrique dès le début de la scolarisation. En 2019, l’algèbre sera l’une des unités thématiques du nouveau curriculum à partir de la première année (6-7 ans), permettant ainsi aux élèves de travailler les concepts de régularité, de généralisation de motifs (patterns) et les propriétés d’égalité sans l’usage du langage symbolique. Ce dernier sera introduit vers la fin du cycle primaire brésilien (12-13 ans). Ce changement au curriculum peut être vu, d’une part, comme une adhésion à l’idée d’Early Algebra, mettant ainsi le programme national en phase avec les tendances internationales. D’autre part, il témoigne de la reconnaissance que les pensées algébrique et arithmétique se développent dans un mouvement d’interdépendance (Radford, 2013, 2014).

2 
De ce fait, dans une démarche proactive appuyée sur l’approche historico-culturelle, le groupe de chercheurs universitaires a décidé d’étudier la thématique en ayant pour point de départ la production de tâches visant à developper la pensée algébrique. Des études pilotes ont donné des indices positifs indiquant que les jeunes élèves étaient capables de raisonner algébriquement, ce qui a donné le coup d’envoi de notre recherche ayant été développée dans une perspective de résolution de problèmes. Dans le contexte de cette collaboration, les tâches proposées en classe ont été élaborées par une étudiante en master (aussi enseignante au primaire) et par sa collègue de l’école publique.

3 
Dans cet article, nous avons choisi de présenter nos les analyses concernant un échantillon spécifique d’échanges verbaux élèves-enseignantes qui correspond à la phase finale du travail dévéloppé avec les élèves en classe: les enseignantes ont demandé aux élèves de produire en groupe «un résumé par écrit» des apprentissages construits dans ce contexte. Ainsi, ces échanges, essentiellement basés sur des interactions verbales au cours desquels les enseignantes se sont appuyées à la fois sur la mémoire et les acquis des apprenants découlant du travail avec les tâches en question, ont été une nouvelle occasion pour la consolidation des concepts en cours d’acquisition. 

4 
Ce texte est organisé en quatre sections: un bref résumé des fondements théoriques employés dans la recherche, des éléments de la démarche méthodologique appliquée en salle de classe, l’analyse des échanges verbaux et enfin la présentation de conclusions.

 2. Les fondements théoriques de la recherche [image: Retour au plan de l'article]
5 
Cette recherche s’est appuyée sur deux axes théoriques: le développement de la pensée
          algébrique et le rôle des interactions verbales dans la constitution de cette pensée. Dans
          cet article, nous employons l’expression «pensée algébrique» au lieu de «raisonnement
          algébrique» tout comme nous comprenons que «l’algèbre» et la «pensée algébrique» sont des
          concepts distincts, quoique complémentaires et indissociables. En effet, selon Squalli
          (2000), l’algèbre peut être comprise comme «un type particulier d’activités mathématiques
          et la pensée algébrique comme un ensemble d’habiletés intellectuelles qui y sont
          nécessaires. Ce sont des habiletés intellectuelles très importantes comme penser
          analytiquement, généraliser, abstraire, etc.» (p. 287). Le développment de la pensée
          algébrique est un processus lent, qui a lieu au cours d’une longue période de
          scolarisation. Aussi, selon l’auteur, «l’enseignement de l’algèbre pour tous doit être
          étalé sur plusieurs années, à commencer dès le primaire de façon à inclure une phase
          préliminaire d’exploration» (Ibid.,
          p. 252).

6 
Aussi, Kaput (2007) soutient que la pensée algébrique peut être analysée à partir de deux aspects centraux: «(A) Algebra as systematically symbolizing generalisations of regularities and constraints. (B) Algebra as syntactically guided reasoning and actions on generalizations expressed in conventional symbol systems» (p. 11). Il est possible d’introduire le premier aspect à l'école primaire par la généralisation de régularités en utilisant des suites numériques et non numériques (suites figuratives) avec un motif de répétition (noyau figuratif). Pour ce travail de généralisation, les élèves peuvent employer la langue maternelle pour exprimer leurs lois de formation. Autrement dit, le travail se base sur l’approche des schèmes (Lessard et Anwandter Cuellar, 2014; Mason, 2017; Radford, 2013, 2014).

7 
Ainsi, dans le but de créer les conditions pour développer la pensée algébrique en début de scolarisation et en nous appuyant sur de nombreux auteurs (Kaput, Carraher et Blanton, 2007; Mason, 2007; Radford, 2013, 2014, parmi d’autres), nous avons supposé que les élèves peuvent généraliser des idées mathématiques à partir d’exemples précis. Cela, à condition que ces exemples soient insérés dans un environnement où les interactions verbales sont privilégiées et orientées par des tâches-problèmes, celles-ci mobilisant des concepts clés du développment de la pensée algébrique. Par conséquent, les interactions verbales et les médiations pédagogiques devraient rendre possible le processus d’élaboration conceptuelle.

8 
En accord avec la perspective vygotskienne, le concept est incorporé au mot dont la signification passe par un processus d’évolution. Il faut «le vécu» de différentes situations impliquant l’usage du concept pour que celui-ci soit effectivement intégré par l’apprenant. Le concept est porté et se confond avec le mot lui-même: le mot attribue au concept sa généralisation et s’actualise dans le dialogue. Au sein de cette dynamique interactive, le rôle de l’autre est fondamental pour le développement et l’apprentissage. En effet, c’est à partir des relations avec autrui que nous construisons notre processus de signification. C’est par la parole de l’autre que nous nous reconnaissons, que nous sommes nommés et que nous nommons. Par conséquent, le mot nous constitue et nous transforme; le mot a une fonction désignative et conceptuelle, il est le médiateur de l’ensemble de notre processus d’élaboration du monde et de nous-mêmes. C’est au moyen de mots que nous pensons (Vygotski, 2001).

9 
Dans cette perspective, l’école est un lieu privilégié pour l’apprentissage en raison de la convivialité entre apprenants et entre élèves et enseignants, c´est-à-dire une interaction sociale entre personnes à différents stades du développement humain. Soulignons en particulier le rôle de la médiation de l’enseignant dans l’élaboration conceptuelle de l’élève: son travail avec le langage, inséré dans des dialogues pédagogiquement orientés, favorise et permet à la fois de comprendre les transformations dans les manières de penser des élèves. C’est-à-dire que la médiation ouvre des possibilités de penser conceptuellement.

10 
Par ailleurs, les travaux de Radford (2013, 2014) et ceux de Mason (2007) en particulier font référence aux manières de concevoir le rapport entre le mot et la pensée algébrique. Pour ce dernier auteur, la généralisation est au coeur des mathématiques et le mot est fondamental pour y parvenir; la parole représente un acte de généralisation et l’algèbre ne peut pas être vue uniquement comme une manipulation de symboles, mais doit être compris comme un langage flexible et succinct qui la exprime généralité et la restriction de cette généralité.

11 
En effet, le travail sur des situations de généralisation entrepris dès le début de la scolarisation est vu comme une façon de créer les conditions pour que les enfants s’approprient graduellement des compétences visées, c’est-à-dire d’exposer leurs manières de penser. C’est dans cette perspective que nous avons travaillé. La dynamique de la salle de classe menée dans un contexte de questionnement et de reformulation verbale d’idées est devenue un espace où les élèves ont pu s’exprimer, argumenter, émettre des hypothèses, expliquer des procédures, etc. La classe est devenue un lieu de négociations de significations où, comme le dit Mason (2007), les élèves s’approprient des idées mathématiques. Tel qu’il l’affirme: «algebra is seen as a powerful language in which to express relationships as generalities, enabling those relationships to be seen as properties and hence as the basis for deductions» (p. 87). Il faut libérer la pensée des élèves dès le début de la scolarisation pour que cette compétence se développe; c’est une façon de leur donner du pouvoir.

12 
Pour Radford (2014), «thinking may be considered to be made up of material and ideational components: it is made up of (inner and outer) speech objectified forms of sensuous imagination, gestures, tactility, and our actual actions with cultural artefacts» (p. 267). La pensée algébrique n’est pas une collection d’éléments, mais constitue plutôt une unité systémique, ce qui l’empêche d’être analysée à partir d’un seul de ses aspects. Elle inclut de multiples langages et des formes culturellement et historiquement constituées qui peuvent, par le biais de médiations sémiotiques, être développées en salle de classe. Le développement de la perception est de même nature que celui du geste ou de l’activité symbolique; ces deux processus se développent en articulation.

13 
Luis Radford revêt une grande importance dans le cadre de notre recherche, car ses travaux portent sur le fonctionnement intellectuel des apprenants. En effet, l’auteur postule que quand l’apprenant identifie la régularité dans une séquence figurative et est capable de la projeter plus loin dans la séquence un lien s’établit entre les deux structures, à savoir celle de nature spatiale (la position dans laquelle la figure se trouve) et celle de nature numérique (qui émerge de la position spatiale). La généralisation peut être établie par le biais du geste, du langage naturel ou du symbolisme alphanumérique (ou par la communication de ces notions).

14 
Par conséquent, nous cherchons à déceler des indices de la pensée algébrique dans les discours des élèves en contexte lorsqu’ils: 1) identifient la régularité qui existe dans une suite figurative; 2) réussissent à dédoubler et à répéter les éléments de la suite; 3) arrivent à identifier des éléments absents; 4) communiquent clairement leurs idées à autrui. 

 3. Le contexte de la recherche: des éléments méthodologiques [image: Retour au plan de l'article]
15 
Cette recherche a été développée par une approche qualitative. Elle s’inscrit dans la logique proposée par Vygotski (2000) qui, lorsqu’il aborde les questions méthodologiques, met l’accent sur la compréhension des phénomènes en tant que processus en prenant en compte la relation entre le passé et le présent du phénomène étudié et en s’appuyant sur la description de ces deux moments: «Étudier quelque chose historiquement signifie l’étudier dans son processus de transformation» (p. 85-86).

16 
Cette perspective théorique est au fondement même de notre travail. Nous avons donc analysé comment les interactions entre les élèves et les enseignantes ont contribué au développement de la pensée algébrique en considérant non seulement le résultat final des tâches exécutées, mais leur rapport avec le processus dialogique ayant pris place pendant leur déroulement. Les tâches ont été fondamentales dans ce processus et ont eu la fonction de catalyseur, de déclencheur des interactions.

 3.1 L’élaboration des tâches [image: Retour au plan de l'article]
17 
En s’appuyant sur des études théoriques (notamment Mason, 2007; Radford, 2013; Van de Walle, 2009; Kaput, Carraher et Blanton, 2007), les participants du groupe de recherche ont créé les tâches. Une version pilote des tâches et de la procédure d’utilisation en classe a été développée et testée avec des élèves. Cette version pilote était testée en classe lors d’une séance enregistrée par l’enseignante. L’enregistrement (audio, vidéo ou narration écrite) a été discuté et analysé par le groupe de recherche et suivi d’éventuels ajustements des tâches. Dans ce cas, la nouvelle version produite a été retravaillée en classe par d’autres enseignantes du groupe. Dès lors, si la tâche ne présentait aucun problème, elle était appliquée dans divers contextes: avec des élèves d’âges différents; dans des écoles publiques et privées. Une évaluation finale confirmait le potentiel d'une tâche pour le développement de la pensée algébrique et permettait de déceler des pistes sur les discours mathématiques qui en découleraient. En cas d’avis favorables, elle était incluse dans la banque de données du groupe et pouvait être utilisée par tout chercheur intéressé par ce type d’étude.

18 
La construction des tâches s’est fondée sur les notions d'ordre et de régularité: le motif, le nombre de termes et leur position dans un ordre (une suite). Le modèle mathématique de répétition ou de croissance a également orienté leur élaboration. Chacune des tâches visait à susciter l’émergence de questionnements. Les élèves devraient décrire la formation de la suite, prévoir la position d’un élément quelconque et chercher une généralisation, comme le montre cette brève description des tâches employées:
Tâche n. 1: «Former une file». Il s’agit d’une tâche sur un motif où les élèves
              devaient identifier le motif de la construction d’une file d’enfants organisée dans la
              salle. La régularité était insérée dans la formation de la file et basée sur des
              gestes des élèves et sur leur positionnement corporel. Par exemple: main levée vers le
              haut/posée vers le bas; être debout/être à genoux, etc. L’objectif: faire en sorte que
              l’élève identifie la régularité et se positionne dans la file en préservant le
              schème.


Tâche n. 2: «Enfilement de perles de couleurs». Les élèves devaient composer deux
              suites (l’une avec deux couleurs, l’autre avec trois) à partir de perles et de
              morceaux de fil qu’ils recevaient. Chaque suite était accompagnée de questions visant
              à leur faire percevoir des régularités dans la formation produite. Ensuite, les élèves
              étaient appelés à créer chacun leur suite dont la régularité devait être identifiée
              par leurs camarades. Selon Mason (2007), lorsque les élèves enfilent les perles
              suivant un ordre déterminé (p. ex.: bleu, rouge, bleu, rouge...), ils identifient la
              régularité et sont à même d’en parler en mettant en évidence les couleurs et les
              positions. Cette tâche proposait une première relation spatiale et numérique puisque
              les élèves pouvaient associer les couleurs aux positions paire et impaire (si deux
              couleurs) ou avec des multiples de trois (si trois couleurs).


Tâche n. 3: «Les allumettes». Les élèves reproduisaient, à l’aide d’allumettes
              fournies, des images présentées sur papier. Le nombre d’allumettes disposées
              décroissait à chaque image. Lorsque les élèves reproduisaient la séquence, ils
              percevaient qu´il s’agissait d’une séquence décroissante, c’est-à-dire que chacune
              équivalait à son antérieure moins une unité. Ainsi, à la figure 1, l’image qui
              correspond à Fig. 1 montrait 15 allumettes, celle qui correspond à Fig. 2 montrait 14
              allumettes et ainsi de suite. Le matériel, destiné à être manipulé, constitue un
              artefact médiateur de la perception de la régularité dans laquelle le total
              d’allumettes de chaque figure peut être exprimé par la loi de la formation:
              16 – n, où n
              est le numéro de la figure.


[image: Les allumettes] Figure 1 Les allumettes

 [Voir la liste des
            figures] 
Tâche n. 4: «Défi du modèle». Les élèves devaient identifier la régularité d’un
              modèle disposé sur deux lignes ayant le même nombre de carrés blancs et toujours un
              carré noir à la fin de la première (Figure 2). Cette tâche a été extraite de Radford
              (2013).


[image: Défi du modèle] Figure 2 Défi du modèle

 [Voir la liste des
            figures] 
Il s’agit d’une suite croissante dans laquelle le nombre de carrés blancs est en
              rapport avec la position de la figure. Il y a également une relation spatiale et
              numérique. La tâche demandait que l’élément suivant de la suite soit dessiné et que
              soit calculé le nombre de carrés blancs et noirs devant être présentés dans n’importe
              quelle figure de la suite. Par l’emploi du langage naturel (même quantité de carrés
              blancs en haut et en bas, plus un noir), les élèves généralisaient la relation
              x + x + 1, dans laquelle x représente
              la position de la figure.


Tâche n. 5: «Les émojis». Un motif de cinq émojis était présenté dans l’ordre
              suivant: triste, gai, triste, gai, gai (Figure 3).


[image: Les émojis] Figure 3 Les émojis

 [Voir la liste des
            figures] 
Cette suite couvrait le concept de raison puisque, outre le fait que le motif
              présente cinq éléments, les élèves devaient identifier que dans chaque groupe de cinq
              émojis il y avait trois gais et deux tristes. L’objectif: identifier combien d’émojis
              gais devraient se trouver dans la suite si elle présente par exemple 25 éléments. Il
              s’agit d´une relation spatiale, numérique et proportionnelle.


Tâche n. 6: «Bandes coloriées» (Wijers et Dekker, 2006). Les élèves devaient
              mettre en relation la couleur des carrés formant une bande avec des nombres. Deux
              bandes coloriées portant des nombres étaient présentées (Figure 4): sur la première,
              les nombres pairs (commençant par zéro) étaient sur des carrés rouges et les nombres
              impairs sur les blancs. La deuxième bande alternait trois couleurs (rouge, blanc et
              bleu) et chaque carré portait un nombre naturel en ordre croissant.


[image: Bandes coloriées] Figure 4 Bandes coloriées

 [Voir la liste des
            figures] 
Cette suite élargissait le champ des tâches proposées antérieurement puisqu’elle
              explorait la relation entre le nombre et la couleur, l’identification de la relation
              pair/impair (première bande) et les multiples de trois (deuxième bande). Les élèves
              devaient a) expliquer pourquoi la pointe de droite était déchirée et b) déduire la
              couleur d’un nombre quelconque dans la suite.



19 
Van de Walle (2009) argumente que l’on ne peut en aucun cas perdre de vue l’objectif de la tâche. Dans notre cas, il s’agissait d’arriver à la loi de formation de la suite. Ainsi, si les élèves n’y parvenaient pas, il revenait à l’enseignante de les aider à la résoudre lors de la discussion de conclusion de la tâche. C’est ce que nous avons fait dans une classe de troisième année (C.E. 2 – 8-9 ans) où les élèves résolvaient les tâches proposées, discutaient, notaient les manières de penser et échangeaient avec leurs pairs les connaissances produites.

 3.2 Démarche méthodologique en salle de classe [image: Retour au plan de l'article]
20 
La collecte des données a été effectuée par deux enseignantes en classe de 3e année (29 élèves). La responsable de la classe (enseignante Katia) et l’étudiante en master (enseignante-chercheuse Carla) avaient des fonctions spécifiques: l’enseignante dirigeait le déroulement des tâches en classe et l'enseignante-chercheuse enregistrait en vidéo ou en audio. Elle cherchait ainsi à capter les idées des élèves quand ils travaillaient en groupes ou quand l’enseignante menait la discussion alors que les élèves exposaient leurs stratégies de résolution. 

21 
La démarche s’est appuyée sur la méthodologie proposée par Van de Walle (2009) pour travailler les tâches en classe. Elle se divise en trois moments: 
	l’élaboration de la tâche en prenant en compte les caractéristiques des élèves.
              La tâche doit être stimulante sans dépasser la capacité de l’élève et contenir des
              stratégies l’incitant à parvenir au résultat attendu;

	la proposition de la tâche aux élèves de manière à leur faire comprendre ce
              qu’ils vont faire, comment ils vont travailler et le résultat attendu. Vient alors le
              «pendant» où les élèves travaillent et l’enseignante sert de médiateur en posant des
              questions les incitant à penser mathématiquement;

	la discussion en groupe où, avec l’aide de l’enseignante, les élèves peuvent
              expliciter leurs raisonnements, s’approprier les concepts et identifier les
              régularités du modèle, ce qui peut les mener à la loi présidant à sa formation.
              Pendant cette phase a lieu la systématisation du concept travaillé: lors des
              discussions, les élèves formulent et reformulent leurs idées tout en s’appropriant de
              nouvelles significations. Une synthèse finale est produite de manière
              collaborative.



22 
Les épisodes présentés dans cet article font référence à la tâche utilisée dans la troisième phase suggérée par Van de Walle, appelée ici résumé (ou synthèse). Au moment de ces interactions verbales, les enseignantes avaient déjà travaillé les six tâches avec le groupe et cherchaient à créer un contexte favorisant la métacognition des élèves. Il était question aussi d’évaluer les concepts appris concernant les séquences et les motifs de répétition et d’identifier les généralisations éventuellement effectuées.

 4. Interactions verbales lors de la synthèse [image: Retour au plan de l'article]
23 
Après la réalisation des six tâches sur les suites, régularités et modèles, l'enseignante-chercheuse et l’enseignante ont considéré que la production d’une synthèse pourrait faire un pas supplémentaire vers l’élaboration des concepts étudiés. Ainsi, l’objectif de produire un texte, nommé résumé et destiné à informer les élèves de l’année suivante, portant sur ce qu´ils avaient découvert en travaillant les tâches a généré une nouvelle discussion. Or, faire un résumé supposait de reprendre avec des mots l’ensemble des concepts travaillés et ainsi favoriser une nouvelle réflexion sur ces éléments (la métacognition). L’enseignante a donc proposé aux élèves de parler de ce qu’ils avaient appris et a expliqué qu’elle servirait de scribe et noterait sur un tableau leurs idées. Elle a procédé en traitant chaque tâche de manière séquentielle.

	T01
	E [3]: Qui se souvient de la première
                tâche?

	T02
	Pedro: Des petites perles... (se référant à la
                tâche d’enfilement de perles)

	T03
	Felipe: Celle des «files de recherche»...
                

	T04
	E: Oui, celle des «files»... Vous vous rappelez
                qu’on est allés dehors et que vous deviez découvrir le secret [4]? La prof a créé un secret et
                vous deviez le découvrir. Après vous avez créé un secret pour que vos camarades le
                découvrent... Et le jour d´après on est allés en classe pour parler des secrets. Et
                l’enseignante Carla a apporté des photos... Et si on reprenait ce qu’on a appris
                dans cette activité, qu’est-ce que vous en diriez? (La classe reste en silence
                quelques secondes).

	T05
	Marie: Ça fait longtemps... 

	T06
	E: C’est vrai, ça fait vraiment longtemps...
                Alors on va parler en général, pas seulement de cette activité-là... Alors la
                première c’était ça, et la deuxième, qui se rappelle?

	T07
	Caio: Le truc des petites perles...
                

	T08
	E: Des «perles»... il y avait une série prête et
                vous deviez continuer et il fallait penser à un certain nombre... C’est
                ça?

	T09
	Maria: Oui... et après on devait mettre la
                petite boule (elle fait le geste avec ses mains) pour que l’autre fasse...
                

	 [...]
	

	T20
	E: Alors, d’abord l’enseignante Carla avait une
                suite de perles déjà prête et que vous deviez continuer... Et pour continuer cette
                suite, qu’est-ce que vous deviez savoir? (Elle attend quelques secondes, le silence
                règne). Pour continuer (elle fait des gestes avec ses mains) la suite, qu’est-ce que
                vous deviez faire?

	T21
	Felipe: La suite!

	T22
	Carol: La couleur!

	T23
	Pedro: Ce que c’était!

	T24
	E: Ce que c’était quoi? Comment ça
                s’appelle?

	T25
	Plusieurs enfants: Le
                secret!

	T26
	E: Le secret, il a un autre nom. Quelqu’un
                sait?

	T27
	Carol: Suite!

	T28
	E: Alors, pour continuer la suite vous deviez
                savoir le secret que, en langue mathématique, ou mathématiquement parlant, on
                appelle «la suite».



24 
Dans cet extrait, les enfants se sont souvenus qu’il avait été question de prolonger la suite et d’indiquer les positions des différentes unités figuratives dans les suites à venir (T09). À chaque intervention des élèves, l’enseignante les questionnait pour les aider à organiser leur pensée et, en l’écoutant, ceux-ci se rappelaient davantage les tâches réalisées.

25 
L’enseignante posait des questions:
	T29
	E: Marie s’est souvenue que, à un autre
                  moment, vous deviez créer vos propres suites. Et pour créer vos propres suites, il
                  fallait penser à quoi?

	T30
	Maria: On a inventé une manière de faire...
                  

	T31
	Felipe: La suite!

	T32
	Maria: Une suite
                  difficile!

	T33
	E: Et vous deviez poser des questions, non?
                  Quel type de questions vous avez posées?

	T34
	Maria: Quelle sera la couleur de la
                  37e?

	T35
	E: Ah, et pour que le groupe réponde qu’est-ce
                  qu’il fallait savoir?

	T36
	Felipe: La suite!




26 
Ce fragment nous permet d’identifier la discussion sur le «motif» d’une suite (T33 et T34), soit les éléments qui se répètent ou, comme l’appelle Van de Walle (2009), le noyau de la suite répétitive. Les extraits démontrent la difficulté des élèves à mettre en mots ce qu’ils pensent et cela peut indiquer un processus d’élaboration du concept de régularité toujours en cours; un vocabulaire nouveau était en phase d’appropriation. Toutefois, l’on constate que la parole d’un élève déclenche la pensée de l’autre et que les mots surgissent, produisant des significations: suite (série), secret, motif...

27 
Ils attribuent de la signification au moyen du répertoire de mots les plus proches de leur réalité. Ce moment de médiation de l’enseignante, qui rappelle ce qui a été fait et ce qu’ils ont découvert dans les tâches, avait pour objectif de conduire à l’élaboration conceptuelle de régularité dans les suites.

28 
Vygotski (2001) considère que pour parvenir à un concept l’enfant passe par des phases en un mouvement de va-et-vient de la pensée, qui a lieu par la signification ou la généralisation de ses idées. Aussi, cette généralisation ne sera possible que s’il y a des échanges d’idées et un processus de construction d’argumentation classe.

29 
Dans la mesure où les tâches étaient reprises, les souvenirs des enfants venaient accompagnés de doutes et de questions et l’enseignante les stimulait à penser collectivement à une manière de noter tout le contenu mobilisé. L’enseignante enregistrait sur le tableau les suites figuratives indiquées par les enfants et les mots clés associés aux concepts travaillés (secret, motif, répétitions, suite, etc.). Lors de cette discussion, le discours de Paulo étonne l’enseignante: 
	T37
	Paulo: Par exemple, prof: il y a dix numéros.
                  On en met cinq sur chacun.

	T38
	E: Comment ça?

	T39
	Paulo: Par exemple: il y a dix émojis. Deux
                  tristes, un heureux, deux tristes, un heureux. Là, ça va faire trois. Deux tristes
                  et un heureux. Alors on met deux tristes de plus, ça va terminer sur les deux
                  tristes. 
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Il est à noter que la Tâche n. 5, les émojis, a marqué cet élève. En effet, il s’y référait en détail pour pouvoir contribuer à la discussion concernant ce que serait une suite et un motif de répétition. Ses premiers mots (T37) n’ayant pas vraiment de sens, l’enseignante lui pose une question (T38). Paulo explicite son idée, démontrant qu’il était capable de généraliser puisqu’il a élaboré une nouvelle suite sur laquelle il base son explication [5].

31 
L’explication de Paulo indique sa prise en compte du motif de la suite pour réaliser le processus de généralisation. L’élève a présenté des indices de ce qu’il s’est approprié à partir des discussions, mais de manière singulière: il cherche une généralisation de dix éléments à partir des trois premiers – soit du motif de la suite. En outre, l’utilisation de l’exemple pour expliquer sa pensée mathématique est remarquable. Cela montre que les élèves ont encore besoin d’un exemple pour expliquer un concept mathématique. L'utilisation de cet exemple apporte ainsi des indices de la présence d’une «pensée par complexes [6]», alors que «les véritables concepts» n’ont pas encore été élaborés (Vygotski, 2001).

32 
Ensuite, l’enseignante leur a demandé ce qu’ils avaient appris sur une suite (Tâche n. 3):
	T42
	Carol: Il y a des séries de pairs,
                  impairs.

	T43
	Daniel: Une suite, c’est un nombre de… comme
                  ça... (Il fait des gestes) couché.

	T44
	Felipe: Continuant!

	T45
	E: Rien que couché? Et celle des
                  allumettes?

	T46
	Pedro: Non... Debout... 

	T47
	E: Une suite, c’est quelque chose qui...
                  Felipe? 

	T48
	Felipe: Qui continue.

	T49
	E: Qui continue quoi? Comment on peut écrire
                  ça ici?

	T50
	Pedro: Une suite continue n’importe comment...
                  

	T51
	E: Mais si on écrit ça comme ça, la personne
                  qui va lire va comprendre ce que c’est qu’une suite? Je crois que c’est très
                  vague.

	T52
	Luis: Une suite, c’est un carré de plusieurs
                  couleurs.

	T53
	E: Mais écoute, on a vu une suite de fils, des
                  suites d’allumettes, une suite de termes, des suites de figures... C’est juste des
                  carrés?

	T54
	Pedro: Non... Plusieurs
                  formes.

	T55
	Paulo: Prof, une suite, c’est un truc qui se
                  répète... 

	T56
	Daniel: Oui, un truc qui se répète plusieurs
                  fois... Comme ça, prof, il y a un carré ici et après un triangle. Là, après, ça va
                  être le carré de nouveau... Il y a deux trucs, là, qui se
                  répètent.




33 
Nous identifions ici la production de significations de ce qui pourrait définir une suite. D’abord, les enfants font référence aux caractéristiques des suites présentées dans les tâches (pair, impair, disposition en ligne, modèles de couleurs, etc.) et ils se servent ensuite d’exemples pour expliquer ce qu’est une suite. L’enseignante reste très attentive aux discours et prend en compte les différentes contributions. Alors qu’à T45 elle aide Daniel dans son explication (T43), Felipe (T48) présente déjà une autre caractéristique fondamentale de la suite: son caractère répétitif. L’enseignante (T49) demande à Felipe de s’expliquer, ce qui stimulera l’intervention d’un plus grand nombre d’élèves et enrichira l’interaction du groupe. En effet, des dialogues sont entrecoupés par des questions ou des pauses et les phrases se constituent souvent de quelques mots dont le sens est compris lors de l’interaction face-à-face. Comme Felipe répond à la question de l’enseignante de manière vague, elle en introduit une nouvelle (T49) visant à aider l’élève à organiser sa pensée. Pedro (T50) essaie de contribuer en affirmant qu'une suite continue n’importe comment, mais l’enseignante ne s’arrête pas sur ces mots qui auraient pu engendrer une réorganisation du concept de suite. Dans un travail sur des modèles une suite ne peut pas continuer n’importe comment. Alors, elle soutient que ces idées sont trop vagues pour qu’un lecteur puisse les comprendre (T51). Rappelons que l’objectif était de faire un résumé pour que d’autres élèves puissent apprendre, ce qui demandait une définition plus précise. Elle réoriente la réflexion vers le souvenir de leurs observations, en quête d’une définition de suite. Paulo (T55) intervient dans la discussion en y introduisant une caractéristique centrale: la répétition. Cette intervention pousse Daniel (T56) à développer, démontrant ainsi sa compréhension en expliquant que cette répétition est le motif, le noyau de la suite qui se répète. Daniel complète son idée avec un exemple: un carré ici et après un triangle.

34 
Ce fragment de dialogue contient des indices sur le rôle du mot dans le développement de la pensée: les propos d’un élève provoquent ceux d’un autre et les idées surgissent, les significations se produisent. Le mot est donc un déclencheur pour la pensée.
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Mais le texte de synthèse n'est pas encore terminé; l’enseignante demande aux élèves plus d’éléments pour que ce texte ait du sens pour un lecteur. Elle reprend ses questions.
	T57
	E: Bon, alors, une suite peut avoir plusieurs
                  manières... (L’enseignante commence à noter cette définition).

	T58
	Felipe: Et formes!

	T59
	E: Bon, alors... «Dans une suite, il y a la
                  répétition de...?»

	T60
	Pedro: De nombres!

	T61
	E: Juste de nombres?

	T62
	Carol: D’allumettes!

	T63
	Carlos: De formes... 

	T64
	E: Mais c’est quoi ces
                  répétitions?

	T65
	Felipe: Une suite!

	T66
	E: Elles se situent à l’intérieur de la suite,
                  mais qu’est-ce que c’est chaque répétition?

	T67
	Eduardo: Une suite!

	T68
	E: Dans une suite il y a la suite...
                  (L’enseignante complète la définition au tableau).

	T69
	Paulo: La suite existe dans
                  toutes!

	T70
	E: Dans les tâches de l’enseignante Carla,
                  toutes les suites avaient une suite?

	T71
	Élève : Oui!

	T72
	E: Mais vous voulez écrire «Il y a une suite
                  dans toutes les suites»?

	T73
	Daniel: Non, pas dans
                  toutes!

	T74
	Pedro: C’est vrai! Il y a une suite de
                  lettres... Et parfois elles ne se répètent pas!

	T75
	Felipe: Comme là... (il montre l’alphabet fixé
                  sur le mur) ABC... 

	T76
	E: Ah oui, mais si on pensait à la suite de
                  l’alphabet comme suite, comment on pourrait la continuer? (Elle montre la fin de
                  l’alphabet).

	T77
	 Daniel: Ah ! Là, ça serait de nouveau...
                  ABC... 

	T78
	Paulo: Après, il y a les caractères
                  d’imprimerie!




36 
Cet extrait met en relief la discussion sur le motif comme caractéristique fondamentale d’une suite répétitive. Pendant que l’enseignante note les dires des élèves, de nouvelles idées surgissent; elle vérifie avec eux si ce qu’elle écrit est de fait ce qu’ils expriment (T72).

37 
Pourtant, Pedro (T74) déstabilise le groupe avec sa référence à la suite de lettres. Au milieu de ces vérités provisoires, cet élève prend conscience que même si dans les suites répétitives on trouve des motifs cela n’est pas une constante. L’élève est interpellé et il lui faut réfléchir avant de reconnaître que toute suite ne possède pas un motif. Ses mots provoquent la réaction de Felipe (T75) qui désigne immédiatement l’alphabet fixé dans la classe. L’enseignante rebondit sur cette idée et les questionne (T76), provoquant une réponse immédiate de Daniel (T77) qui, en toute sérénité, déclare qu’il suffirait de recommencer l’alphabet à partir de la lettre A. Paulo (T78) ajoute que l’on pourrait également considérer les caractères d’imprimerie comme une autre suite [7].

38 
Soulignons le processus vécu par les élèves généré par le fait que les idées allaient être notées: ils ont dû penser à ce qui serait écrit, à sa cohérence, à qui allait le lire, etc., établissant ainsi un processus réflexif sur l’acte de noter des idées mathématiques (T57 à T72).

39 
Après d’autres interventions des élèves sur la question des suites de lettres, l’enseignante redirige la discussion vers ce qu’est une suite.
	T79
	Paulo: Une suite, c’est un secret qu’on
                  découvre dans la suite!

	T80
	Pedro: La suite, c’est un secret qu’il faut
                  découvrir pour savoir la suite!

	T81
	Daniel: Pour savoir comment continuer la
                  suite.

	T82
	E: Et si on expliquait avec un exemple, ça ne
                  serait pas plus facile?

	T83
	Élèves: (acquiescent)

	T84
	Paulo: Par exemple, celui du modèle. Trois
                  vides et là deux pleines... 

	T85
	E: (Note au tableau) Comme ça.
                  

	T86
	Paulo: Là, remplissez le
                  un!




[image: Ce qu’est un motif] Figure 5 Ce qu’est un motif
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40 
Dans les échanges T79, T80 et T81, les élèves montrent qu’ils ont déjà assimilé ce qu’est le motif d’une suite et son importance pour la généralisation ou, comme le dit Daniel (T81), pour savoir comment continuer une suite. À nos yeux, cela correspond à un processus de perception des élèves de la régularité de la suite. Lessard et Anwandter Cuellar (2014), s´appuyant sur des études de Radford, argumentent que le raisonnement analytique qui permet d’identifier le rapport entre la position et l’élément dans les premiers termes de la suite permet aussi «de trouver la règle et par conséquent de révéler les autres termes de la suite, et cela peu importe leurs positions, en d’autres mots l’élève peut généraliser» (p. 135).
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L’enseignante a demandé un exemple et Paulo (T84) a immédiatement proposé une suite semblable à celle travaillée dans la Tâche n. 6, celle des modèles. Après avoir noté la suite, l’enseignante questionne:
	T87
	E: C’est quoi la suite?

	T88
	Paulo: C’est ça la suite, prof! Vous répétez
                  quatre fois et vous en remplissez un.

	T89
	Chercheuse: Quelle serait la suite de la
                  position 24? Vide ou plein?

	T90
	Paulo: Transparent!

	T91
	Pedro: Plein!

	T92
	Chercheuse: Pourquoi?

	T93
	Pedro: Parce que ça finit sur six...
                  

	T94
	Carlos: Aucun rapport... 3, 6, 9, 12...
                  

	T95
	Juliana: C’est quatre
                  fois!

	T96
	E: Mais alors ce sera plein?
                  Pourquoi?

	T97
	Élèves: Parce que c’est la table de
                  multiplication de trois.

	T98
	E: Mais on doit penser à la table de
                  multiplication de trois?

	T99
	Felipe: C’est la troisième transparente
                  alors... 

	T100
	E: Mais cette suite va de combien en
                  combien?

	T101
	Élèves: De quatre en
                  quatre.

	T102
	E: Alors il faut penser à quelle table de
                  multiplication?

	T103
	Pedro: De six et de trois.

	T104
	Carlos: De quatre! On peut penser à trois,
                  quatre et six.

	T105
	E: Pourquoi celle de trois
                  marche?

	T106
	Élève: Parce que là... Trois,
                  six...

	T107
	E: Mais la suite termine sur la troisième,
                  transparente?

	T108
	Élèves: Non!

	T109
	E: Où finit la suite?

	T110
	Élèves: Sur celle qui est
                  pleine!

	T111
	E: Alors l’idéal ça serait de penser à
                  quoi?

	T112
	Pedro: Celle de six, de quatre et de
                  huit.

	T113
	P: Pourquoi tu as pensé à celle de
                  six?

	T114
	Pedro: 6 plus 6, 12, après, 18, après,
                  24.

	T115
	Chercheuse: Pedro, tu as pensé à celle de
                  huit? Huit fois trois?

	T116
	Pedro: (Acquiesce)

	T117
	Carlos: C’est vrai, ça fait
                  24.

	T118
	E: Ah, alors Pedro il n´a pas pensé exactement
                  de trois en trois. Il a pensé à trois fois huit.

	T119
	Pedro: Et là, prof, là il y a quatre nombres
                  dans une suite et il y en a un qui est ajouté... Ça fait huit.

	T120
	Paulo: Alors c’est la même chose que celle de
                  six. Parce que 6 plus 6, 12, plus 6, 18, puis 24.

	T121
	E: Mais tu vas de six en six. Je suis d’accord
                  pour prendre la table de multiplication de six. Mais comment?

	T122
	Paulo: Six fois huit.

	T123
	E: Six fois huit, ça fait
                  combien?

	T124
	Paulo: 48.

	T125
	Carlos: Alors c’est six fois
                  quatre.

	T126
	E: Bon, alors c’est un concept que nous avons
                  étudié dans la multiplication: six fois quatre. Je pense à la table de
                  multiplication de six ou de quatre?

	T127
	Élèves: De quatre.

	T128
	E: Voilà, parce qu’on répète six fois le
                  nombre quatre. Et trois fois huit? Je pense à quelle table de
                  multiplication?

	T129
	Pedro: De huit. Parce que j’ai compté trois
                  fois le numéro huit.

	T130
	E: Alors il serait correct de penser à la
                  table de multiplication de huit. Mais on a aussi appris que dans la multiplication
                  on peut échanger les termes sans changer le résultat. Mais il faut que ce soit
                  bien clair parce qu’on ne peut pas dire qu’avec celle de 3 ça marche, sinon
                  quelqu’un pourrait comprendre qu’il peut compter de...?

	T131
	Daniel: Trois en trois.

	T132
	E: Alors il faut faire attention quand on
                  exprime ces idées. Parce qu’on peut laisser entendre à nos camarades qu’il est
                  correct de compter de trois en trois dans cette série. Ce que Pedro a fait, c’est
                  qu’il a compté de huit en huit trois fois.

	T133
	Élève: Celle de deux marche
                  aussi!

	T134
	Carlos: 2 fois 12, 24.




42 
Cet extrait, quoique long, donne des indices de la façon dont le processus de négociation de significations entre élèves prend place quand ils peuvent exprimer leurs idées sur un concept mathématique. Quand l’enseignante Kátia dessine la suite au tableau, elle permet non seulement aux élèves de la visualiser, mais cherche aussi à les placer dans le processus de généralisation (T89) en leur demandant quelle serait la 24e figure. Les élèves commencent à raisonner avec l’idée de multiples (appelée tabuada, en portugais) et ils cherchent à trouver de quels nombres 24 est un multiple: trois, quatre, six et huit (T103, T110, T118), qui sont ses diviseurs. Ainsi, pour trouver la 24e figure, il suffirait aux yeux des élèves de compter de trois en trois, de quatre en quatre, de six en six ou de huit en huit.

43 
Ce qui est illustré ici, c’est la façon dont les mots d’un élève déclenchent ceux des autres, leur permettant de raisonner. Quand Juliana dit C’est quatre fois (T95), le mot fois a probablement mobilisé le raisonnement des élèves pour penser à la multiplication, ce qui les a conduits (T103) à établir une relation avec la table de multiplication. Cette idée génère la recherche d’autres nombres, aussi des diviseurs de vingt-quatre. L’enseignante se sert de ce lexique (T98, T102) pour négocier avec les élèves. L’on constate que, sans confirmer si les arguments sont corrects ou non, elle propose de nouvelles questions pour que les élèves pensent à ce qui a été dit (T113, T115, T117). En outre, elle essaie de comprendre les raisonnements des élèves jusqu’à ce qu’elle se rende compte (T115) que Pedro cherche une généralisation de huit en huit, pas de quatre en quatre. Tout d’abord, elle l’aide à organiser son raisonnement (T115). Toutefois, comme elle se rend sans doute compte que huit fois trois ne serait pas une bonne manière de généraliser, elle propose trois fois huit (T118). Quand elle mentionne cette possibilité, Pedro complète son idée (T119) en explicitant qu’il a regroupé deux motifs de quatre éléments chacun. Le dessin de l’enseignante de la suite avec deux motifs a probablement induit Pedro à généraliser avec huit éléments, pas avec quatre. Il est clair que Pedro avait généralisé dès le début (T91), car il a répondu que le 24e élément de la série serait plein.

44 
Néanmoins, les élèves n’ont pas tous réussi à comprendre cette généralisation. Paulo, par exemple, estime que l’on peut penser de six en six (T120). L’enseignante essaie de saisir son raisonnement et cherche à l’aider à le réorganiser (T121), avec l’aide de Carlos (T125), en disant que la multiplication est commutative. Alors, l’enseignante aide Paulo (T126) à comprendre que dans le cas de la suite proposée la multiplication doit être six fois quatre et non quatre fois six. Quand Paulo saisit ce raisonnement, ses interventions font que certains élèves peuvent valider le raisonnement. L’idée de la table de multiplication demeure fortement présente et il y a encore des élèves argumentant pour l’usage des tables de multiplication de trois (T131) et de deux (T134) même après tous ces échanges verbaux.
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Ce dialogue expose la complexité du processus d’élaboration conceptuelle en salle de classe puisque les élèves ne se situent pas tous au même niveau de développement et que tous ne se rallient pas en même temps au consensus. Quoique ce fragment laisse penser qu’un nombre réduit d’élèves a participé aux discussions, les images vidéo montrent clairement que le groupe les suivait de près.
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Les élèves n’utilisent pas toujours un concept appris dans d’autres situations; le processus d’élaboration conceptuelle n’est pas linéaire. Quand l’élève n’est pas encore sûr, il hésite dans ses réponses puisqu'il n'est pas encore à même de valider ses connaissances. Les élèves ont très souvent besoin de temps. Pourtant, au moment de la discussion, ces concepts peuvent être validés, d’où l’idée selon laquelle le moment de validation complète celui de la formulation: ce qu’un élève dit peut contribuer à organiser la pensée de l’autre. Si l’apprenant constate qu’un autre s’est rendu compte de la même chose que lui, le concept prend ses significations. D’où le rôle du mot dans ce processus d’élaboration conceptuelle. La classe doit donc être un milieu de questionnement et de circulation d’idées mathématiques. Pour illustrer la fin de cette discussion, nous présentons ci-dessous le résumé.
Qu’avons-nous appris avec les séries des tâches de l’enseignante Carla?


Une suite, c’est quelque chose qui continue et peut avoir plusieurs formes et
              manières. Certaines suites ont une suite, d’autres non. La suite est un secret que la
              personne doit découvrir pour savoir comment continuer.


C’est la suite de cette suite (Figure 5) parce qu’elle se répète de quatre en
              quatre.


Pour découvrir la suite d’une suite, il faut faire très attention à ce qui se
              répète après. Pour découvrir certaines positions, il suffit de faire attention au
              nombre d’éléments de la suite et de compter le nombre final [8]. Il est également possible d’utiliser la table de multiplication [9].


On doit faire attention au début et à la fin de la suite parce que, parfois, il y
              a des suites où ni le début ni la fin n’apparaissent. Il faut aussi savoir qu’il
              existe des suites qui sont infinies, aussi bien au début qu’à la fin [10].


Exemple 1:
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Exemple 2:
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47 
Laisser les élèves parler, exprimer leurs idées et leurs réflexions permet de se rapprocher de leur processus de significations, ce qui offre aux enseignants des outils pour que l’enfant progresse. La discussion collective, pour sa part, permet la circulation d’idées comme quelque chose de crucial pour la compréhension mathématique des élèves.

48 
Un point très important est celui des «vérités provisoires» présentées par les élèves lors des échanges verbaux et d’argumentation des idées. Ces vérités sont confrontées à partir de questions et de contre-exemples présentés par l’enseignante, voire par les camarades.

49 
Le résumé produit fonctionne comme un outil permettant la réflexion sur des concepts mathématiques et donne l’occasion de faire surgir les sens et les significations que les élèves ont produits. 

50 
Les dialogues entre les élèves et l’enseignante montrent que la conceptualisation de la suite et du motif évolue. L’échange des idées a été fondamental pour que les élèves puissent comprendre comment leurs camarades pensaient et, à partir de là, faire évoluer leur propre pensée. Même si tous n’étaient pas encore parvenus au même niveau de généralisation d’idées, nous considérons que tous ont fait des progrès par rapport à l’élaboration du concept.

51 
Pour reprendre les idées de Mason (2007), nous pouvons dire que la communication et la généralisation d’idées vécues par les enfants ont contribué au développement de leur capacité mathématique, dans la mesure où ils ont pu exposer leurs manières de penser, émettre des hypothèses, argumenter et négocier des significations. Ce travail confirme les études citées comme références indiquant qu’il est possible de développer la pensée algébrique dès le début de la scolarité. Il s’agit d’un long processus et la méthode d’enseignement garde une place clé dans un tel développement.

52 
Pour finir, ajoutons qu’une des contributions de ce travail pour l’éducation en général réside dans son apport assez solide aux discussions concernant les implications de l’introduction de la pensée algébrique dans le curriculum scolaire. En effet, les données recueillies en classe indiquent clairement les possibilités de généralisation effectuées par des jeunes élèves. Cette stratégie, qui met en évidence l’importance des interactions verbales, présente un intérêt pour la formation des enseignants. En effet, ce processus permet aux enseignants d’avoir une démarche réflexive et formative sur leur pratique pédagogique. On identifie également des aspects didactiques à approfondir, notamment concernant la dynamique de la classe et le rôle des tâches en tant que déclencheurs d’interactions potentiellement riches pour le développement de la pensée algébrique.
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[1] Recherce financée par la Capes – Coordenação de
          Aperfeiçoamento de Pessoal de Nível Superior – dans le Programa Observatório da Educação (OBEDUC - Programme
          observatoire de l’éducation).
[2] Il s’agit d’une réforme nationale du curriculum de l’école primaire et secondaire –
          Base Nacional Curricular Comum – qui sera
          implémentée en 2019.
[3] E signifie «enseignante». Le nom des élèves a été modifié pour préserver leur
          anonymat.
[4] Le mot «secret» est choisi parmi ceux faisant partie du vocabulaire courant des
          élèves et est employé pour indiquer le concept motif, ce dernier étant profondément
          abstrait et associé au langage mathématique. L’idée de base est de stimuler les enfants à
          chercher «quelque chose de caché» derrière un ensemble figuratif.
[5] Le nouveau motif crée par Paulo: 
[6] La pensée par complexes est un concept développé par Vygotski (2001) qui indique le
          point du processus de construction du vrai concept dans lequel l’apprenant se
          trouve.
[7] Il est très commun de trouver des tableaux représentant l’alphabet en lettres
          cursives puis en caractères d’imprimerie dans les classes brésiliennes.
[8] Ici, les élèves établissent une relation entre l’élément et la position qu’il occupe
          dans la suite.
[9] Dans ce cas, ils se réfèrent aux multiples de quatre, c’est à dire qu'à chaque
          groupe de quatre éléments le dernier est en couleur.
[10] Lorsqu’ils indiquent les pointes déchirées, les élèves explicitent l’idée de suite
          infinie.
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Résumé
Nous présentons une analyse rétrospective de l’expérimentation réalisée auprès d’élèves de 6 à 8 ans au Québec pendant trois ans. Inspirés par les travaux de Davydov, nous avons conçu des activités de résolution de problèmes écrits ayant une structure additive simple permettant aux élèves de modéliser des relations entre les quantités faisant évoluer leur raisonnement mathématique. Les enseignants formés dans le cadre de l’expérimentation ont réalisé plusieurs activités de manipulation, modélisation et résolution avec les élèves, ce qui leur assure une meilleure réussite dans la résolution des problèmes. Notre analyse rétrospective de l’ensemble des interventions expérimentales réalisées nous a permis de clarifier certains éléments théoriques à considérer dans le développement du raisonnement algébrique chez les élèves.
Mots clés : enseignement des mathématiques, pensée algébrique, résolution de problèmes, mathématiques au primaire

Abstract
The genesis of algebraic thinking: Macro-analysis of an experimental instruction sequence in primary schoolThis article presents a retrospective analysis of an experiment conducted with students 6–8 years old in Quebec over a three-year period. Inspired by the works of Davydov, we designed written problem-solving activities with a simple additive structure to enable students to model relationships between quantities and help them develop their mathematical reasoning. The teachers trained in the context of this experiment held several manipulation, modelling and solving activities with the students to give them a better chance at successful problem-solving. Our retrospective analysis of the experimental interventions during this initiative helps clarify certain theoretical elements to take into account when it comes to developing algebraic reasoning in students.
Keywords : mathematics instruction, algebraic thinking, problem solving, mathematics in primary school

Resumen
Génesis del pensamiento algebraico: macroanálisis de una secuencia de enseñanza experimental en primariaPresentamos un análisis retrospectivo de una experiencia realizada durante tres años con alumnos de entre 6 y 8 años en Quebec. Inspirados por los trabajos de Davydov, concebimos actividades de resolución de problemas que tenían una estructura aditiva simple, permitiendo a los alumnos modelizar relaciones entre las cantidades y así hacer evolucionar su razonamiento matemático. Los profesores formados en el marco de esta experiencia realizaron varias actividades de manipulación, modelización y resolución con los alumnos, lo que les permitía alcanzar mayor éxito en la resolución de problemas. Nuestro análisis retrospectivo del conjunto de intervenciones experimentales realizadas nos ha permitido aclarar ciertos elementos teóricos a considerar en el desarrollo del razonamiento algebraico de los alumnos.
Palabras clave : enseñanza de las matemáticas, pensamiento algebraico, resolución de problemas, matemáticas en primaria
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 1. Introduction: la résolution de problèmes écrits et la pensée algébrique [image: Retour au plan de l'article]
1 
Les difficultés des élèves en résolution de problèmes écrits sont bien documentées           par les chercheurs (p. ex. Lesh et Zawojewski, 2007). Notre équipe s’intéresse à cette           problématique depuis 2008. Dans notre travail sur la résolution de problèmes écrits ayant           des structures additives simples, nous nous inspirons des travaux de Vassili Davydov, un           psychologue russe qui préconise le développement du raisonnement abstrait dès le début du           parcours scolaire. Ses idées nous ont permis de développer et d’implanter, dans le           contexte du système scolaire québécois, une séquence d’enseignement ayant pour but           d’amener les élèves du premier cycle du primaire (âgés de 6 à 8 ans) à raisonner sur les           problèmes écrits, traditionnellement appelés arithmétiques, en termes de relations entre           les quantités et ainsi améliorer leur capacité de résoudre des problèmes de structures           additives (Gervais et al., 2013; Polotskaia,           2015; Savard et Polotskaia 2017). Les chercheurs (p. ex. Squalli, 2003; Schmidt et           Bednarz, 2002) associent le terme «raisonnement algébrique», entre autres, avec le           raisonnement impliquant l’analyse de structures et de relations quantitatives ainsi que           l’utilisation de l’idée d’égalité et de balance comme relation d’équivalence dans une           déduction logique. À l’instar de chercheurs de l’école de Davydov, nous considérons la           pensée qui s’appuie sur les relations quantitatives (la relation additive entre autres)           comme précurseur du raisonnement algébrique et nous allons utiliser le terme «pensée           relationnelle» pour l’évoquer. Dans notre article, nous allons utiliser l’expression           «pensée algébrique» plutôt que «raisonnement algébrique» pour souligner le caractère           préliminaire et non formel de ce que nous analysons. Nous allons aussi expliciter le lien           entre la pensée relationnelle et la pensée algébrique.

2 
Dans plusieurs expérimentations menées en Russie (Davydov, 1982; Mikulina, 1991),           des lettres ont été utilisées très tôt dans l'apprentissage (à l’âge de 7 à 9 ans) pour           exprimer les relations entre des quantités dans le contexte de résolution de problèmes           écrits et ainsi promouvoir la pensée abstraite, potentiellement algébrique.

3 
Le développement de la pensée algébrique ainsi que la transition           arithmétique-algèbre, souvent difficile pour les élèves, préoccupent les chercheurs depuis           des années. La pensée algébrique inclut, entre autres, savoir reconnaître et opérer sur           les relations quantitatives variées (Kieran, 2014; Squalli, 2007; Blanton et al., 2015; Cai et           al., 2005). Selon les écrits scientifiques, plusieurs éléments de la pensée           algébrique sont accessibles aux élèves très tôt dans leur apprentissage des mathématiques           à l’école. Par exemple, des recherches mettent en évidence les capacités des jeunes           enfants à généraliser des motifs (patterns) à partir de suites numériques et géométriques           (Lee et Freiman, 2006; Boily et al., 2015) et de           travailler avec des équations et des lettres (Blanton et           al., 2015; Mikulina, 1991). Aussi, certains chercheurs (Schmidt et Bednarz,           2002) ont utilisé le contexte de résolution de problèmes écrits pour étudier le           développement de la pensée algébrique. Bref, nous partons de l’hypothèse que l’analyse des           relations quantitatives et l’utilisation des lettres dans le contexte de résolution de           problèmes écrits peuvent potentiellement favoriser le développement de la pensée           algébrique chez les jeunes élèves.

4 
Comme objet de recherche, nous nous intéressons principalement aux éléments de la           pensée algébrique tels que savoir reconnaître et opérer sur les relations quantitatives           variées. Plus précisément, notre expérimentation a visé la relation additive, définie par           Davydov (1982) comme étant «the law of composition by which           the relation between two elements determines a unique third element as a           function» (p.229). Cette relation, parfois appelée «partie-partie-tout», est           présente dans tous les problèmes arithmétiques qui peuvent être résolus par une addition           ou par une soustraction.

5 
Nos publications antérieures portaient sur divers aspects de l’expérimentation menée           entre 2011 et 2014 qui avait comme but de soutenir l’apprentissage de résolution des           problèmes ayant des structures additives pour les élèves du premier cycle du primaire au           Québec. Entre autres, nous avons analysé et décrit les stratégies de résolution de           problèmes utilisées par les élèves avant et après le traitement expérimental (Polotskaia,           2015; Polotskaia et al., 2016), ainsi que           l’appropriation graduelle des stratégies didactiques nouvelles par les enseignantes lors           de l’implantation des activités expérimentales (Savard et Polotskaia, 2014). Nous avons           aussi analysé certaines activités expérimentales du point de vue de leur impact possible           sur les apprentissages des élèves (Freiman et           al., 2017; Savard et Polotskaia, 2017). Dans cet article, notre analyse se           concentre spécifiquement sur l’émergence de la pensée algébrique dans le contexte           expérimental, notamment le traitement des relations, la déduction logique et l’utilisation           par les élèves du langage mathématique formel. Un modèle des trois mondes mathématiques           qui s’appuie sur les idées de Van Hiele (1999) et de Tall (2013) nous sert de cadre           conceptuel.

 2. Du paradigme relationnel vers les trois mondes mathématiques [image: Retour au plan de l'article]
6 
Une exploration théorique de la résolution des problèmes écrits d’addition et de           soustraction à l’école primaire nous amène à y distinguer deux paradigmes: celui que nous           appelons opérationnel et un autre dit relationnel (Polotskaia, 2017). Dans le «paradigme           opérationnel», les problèmes écrits sont vus comme un outil d’apprentissage des opérations           arithmétiques. Les curriculums (traditionnels) développés dans ce paradigme proposent           d’abord l’apprentissage du dénombrement, du calcul avec des nombres naturels relativement           petits, et la résolution de problèmes simples pour mettre les opérations en application.           Ceci est le cas, par exemple, du programme de mathématiques au Nouveau-Brunswick           francophone. En reconnaissant l’arithmétique (sens du nombre et opérations) comme l’un des           cinq domaines des mathématiques, le programme place la résolution de problèmes écrits           ayant une structure additive simple comme résultat d’apprentissage appartenant           explicitement au domaine de l’arithmétique. En même temps, l’algèbre (régularités et           relations), également considérée comme domaine, héberge une étude de l’égalité comme           résultat d’apprentissage spécifique dès la 2e année, ce qui comprend,           entre autres, l’utilisation de symboles mathématiques (lettres) ainsi que la tâche de           trouver la valeur d’une inconnue dans une équation simple. Puisqu’on ne mentionne pas le           contexte de résolution de problèmes dans ces visées, le type de liens que pourra faire           l’élève entre les deux domaines demeure nébuleux. Ce que nous apprennent les recherches:           l’enseignement basé sur ce paradigme opérationnel (qui sépare artificiellement les           relations quantitatives du contexte de la résolution de problèmes) est propice pour le           développement du raisonnement basé sur la connaissance des nombres (naturels) et les           opérations, autrement dit le raisonnement arithmétique.

7 
Au contraire, le paradigme relationnel considère les relations quantitatives comme           le savoir préalable par rapport au calcul et à l’apprentissage des opérations. Selon           Davydov (1998), la recherche des relations fondamentales dans chaque situation donnée est           à la base de l’apprentissage: «This action [learning] is           aimed at the search for an initial relation of the situation's object conditions that           forms the general basis from which the whole multitude of particular problems can be           solved later» (p. 7). Ainsi, le but de la résolution des problèmes écrits, dans           le paradigme relationnel, est de mieux saisir le sens des relations décrites et d’opérer           sur celles-ci à partir d’une modélisation appropriée (exprimée sous forme de schémas ou           d’équations avec des lettres). Contrairement au paradigme opérationnel, l’analyse           relationnelle et la modélisation par schéma ou équation rend explicites les liens entre la           situation (problème écrit) et sa structure mathématique (voir algébrique). Autrement dit,           le paradigme relationnel serait plus approprié pour soutenir le développement de la pensée           algébrique (dans la partie de l’opérationnalisation des relations).

8 
Pour clarifier la distinction entre les deux paradigmes, voici un exemple de           problème:
Il y avait 21 tulipes dans le vase. Mela a pris des tulipes. Il y a maintenant 13               tulipes. Combien de tulipes Mela a-t-elle prises dans le vase?



9 
Pour résoudre ce problème, l’élève peut placer 21 jetons et les enlever un par un           jusqu’à ce qu’il en reste 13. L’élève peut ensuite compter les jetons enlevés pour           répondre à la question du problème. Selon le paradigme opérationnel, cette solution           démontre une compréhension du sens de l’opération de soustraction, car l’élève interprète           correctement la situation comme un acte de soustraction. Du point de vue du paradigme           relationnel (Davydov, 1982), cette approche ne mène pas nécessairement l’élève vers une           compréhension de la relation additive, qui peut être décrite par le raisonnement suivant:           «Les tulipes dans le vase au début de la situation constituent deux parties: les tulipes           prises par Mela et les tulipes qui restent». Ainsi, en restant dans le cadre du paradigme           opérationnel, l’élève peut ne pas remarquer cette relation, mais simplement mimer           l’histoire et ainsi visualiser la quantité recherchée (Polotskaia, 2015). Par contre, une           modélisation effectuée dans le cadre du paradigme relationnel pourrait décrire cette           relation à l’aide d’une équation 21–x=13 ou           21-?=13. Pour aider les élèves dans cette démarche de modélisation des relations, dans le           cadre de notre projet, nous avons utilisé les schémas que nous avons nommés           Range-Tout [1] (Figure 1) pour représenter les relations           quantitatives de façon plus visuelle.

[image: Le problème des tulipes représenté par un schéma Range-Tout] Figure 1 Le problème des tulipes représenté par un schéma Range-Tout

 [Voir la liste des
            figures] 
10 
Chaque représentation, soit par l’équation ou par le schéma, explicite la relation           en permettant un regard nouveau et plus abstrait sur le problème pouvant contribuer au           développement des stratégies nouvelles de résolution. L’équation, une méthode algébrique           typiquement introduite au secondaire, décrit et permet de manipuler avec l’équivalence. Le           schéma représente visuellement les relations entre les grandeurs. Ainsi, l’utilisation de           schémas ouvre la possibilité de manipuler à la fois le tout et ses parties. Pour           identifier ou voir la partie inconnue du schéma ci-haut (Figure 1), nous considérons tout           le segment représentant les tulipes du début et nous cachons la partie connue (les tulipes           qui restent, Figure 2).

[image: Manipulation sur le schéma: cacher la partie connue pour voir la partie inconnue] Figure 2 Manipulation sur le schéma: cacher la partie connue pour voir la partie             inconnue

 [Voir la liste des
            figures] 
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Les deux formes de représentation, les équations (forme symbolique) et les schémas           (forme imagée), ouvrent la possibilité d’opérer sur des relations de façon algébrique.           Dans le contexte du programme de mathématiques actuel au Québec, nous avons tenu compte du           fait que les enfants ont déjà développé une culture de résolution de problèmes par           l’arithmétique (travaillant dans le paradigme opérationnel). Le format imagé nous a paru           plus plausible pour diriger la pensée mathématique des élèves vers l’analyse des relations           (pensée algébrique).

12 
Nous voulions ainsi que les élèves soient capables d’analyser le problème en portant           leur attention sur la relation additive qu’il comporte et qu’ils deviennent plus efficaces           dans leur résolution. En même temps, le raisonnement relationnel que nous souhaitions           former chez l’élève peut potentiellement contribuer au développement du raisonnement           algébrique plus tard, car reconnaître et opérer sur les relations quantitatives fait           partie du raisonnement algébrique (Kieran, 2014; Squalli, 2007; Blanton et al., 2015; Cai et           al., 2005). Afin d’articuler plus clairement la nature du processus de passage           des objets physiques vers les relations puis ultérieurement vers une pensée algébrique qui           a été provoquée chez les élèves dans notre expérimentation, nous nous inspirons de la           théorie des trois mondes mathématiques de Tall (2013) que nous présentons dans la section           suivante.

 3. Les trois mondes mathématiques de Tall et la pensée algébrique [image: Retour au plan de l'article]
13 
La théorie des trois mondes mathématiques proposée par Tall (2013) en continuité           avec la théorie d’abstraction mathématique de Van Hiele (1999) nous offre un cadre           théorique intéressant pour analyser le passage des manipulations physiques avec les objets           vers les manipulations algébriques avec des lettres en passant par la manipulation sur les           relations. Van Hiele (1999) a utilisé le contexte de la géométrie pour décrire comment la           pensée mathématique se développe à partir d’observations des objets physiques, de leurs           structures et de leurs propriétés vers une découverte des relations entre ces propriétés           par la classification, l’abstraction, la déduction mathématique et, par la suite, vers la           construction des systèmes axiomatiques exprimés dans un langage mathématique formel           (lettres et symboles mathématiques). Inspiré par ces travaux, Tall (2013) propose de           systématiser cette vision théorique sur le développement des pensées mathématiques de           toutes sortes. Son modèle part d’une étude des objets physiques, de leurs structures et de           leurs propriétés qui permet aux élèves de développer des structures abstraites, de créer           des concepts mathématiques. En parallèle, l’étude des opérations arithmétiques sur les           nombres et de leurs propriétés permet la généralisation algébrique et la création de           l’abstraction opérationnelle.

[image: Les trois mondes mathématiques adaptés de Tall (2013)] Figure 3 Les trois mondes mathématiques adaptés de Tall (2013)

 [Voir la liste des
            figures] 
14 
Selon Tall (2013), ces deux progressions de développement des pensées mathématiques           (notamment vers l’abstraction des structures géométriques et vers l’abstraction           opérationnelle) arrivées à un certain niveau donnent naissance à l’abstraction formelle:           la déduction mathématique et la création des objets formels de la pensée mathématique           exprimées en langage mathématique (lettres et symboles mathématiques) (Figure 3).

15 
Les objets physiques, leurs formes géométriques et leurs propriétés ainsi que les           opérations sur les nombres et leurs propriétés constituent les deux fondements de la           construction de la mathématique axiomatique formelle selon Tall (2013). Pour notre part,           nous constatons que dans plusieurs curriculums contemporains (par exemple au Québec) les           trois mondes mathématiques sont séparés. En effet, dans le programme de formation officiel           (MELS, 2001), les objets et leurs propriétés (la forme, les mesures, etc.) sont étudiés au           primaire dans le cadre de l’apprentissage de la géométrie et de la mesure. Les opérations           sont appliquées principalement aux nombres et aux collections d’objets et font partie de           l’étude de l’arithmétique. Quant au monde de la mathématique axiomatique formelle, elle           est étudiée principalement au secondaire donnant lieu à de nombreuses difficultés liées au           passage des pensées plus concrètes (objets, nombres, opérations arithmétiques) à des           pensées plus abstraites (déductions complexes, preuves). Dans notre expérimentation, nous           avons essayé de lier plus explicitement le monde des objets physiques et leurs relations           avec le monde des opérations arithmétiques pour amener les élèves au niveau de la pensée           mathématique la plus abstraite possible en contexte de résolution de problèmes écrits.           Bien que le but principal de l’expérimentation fût l’amélioration de la réussite en           résolution des problèmes à structures additives, nos observations suggèrent l’apparition           chez les élèves d’éléments de pensée qui peuvent être qualifiés comme           algébriques.

 4. Intervenir en salle de classe pour faire émerger la pensée algébrique: un cadre         d’analyse rétrospective [image: Retour au plan de l'article]
16 
Durant les 3 ans du travail expérimental de recherche et de formation, 13           enseignantes de première année (6 enseignantes) et de deuxième année (7 enseignantes) du           primaire ont implanté notre approche dans leurs classes (avec un total de 216 élèves). Les           enregistrements vidéo de leur enseignement nous ont permis de capter les moments clés de           l’apprentissage et ainsi d’assurer un suivi plus étroit et concret auprès des enseignantes           pour soutenir leur développement professionnel. 

17 
Lors de l’expérimentation, différents groupes d’élèves ont vécu des parcours           différents. Toutefois, la majorité d’entre eux ont participé aux activités expérimentales           durant leur deuxième année au primaire (7-8 ans). En portant un regard réflexif et           rétrospectif sur l’ensemble de nos activités, nous tentons de ressortir les éléments           observables qui témoignent du développement de la pensée algébrique chez les élèves qui           ont participé à l’expérimentation. Nous avons analysé le parcours de ces élèves en se           référant aux niveaux d’abstraction dans les trois mondes mathématiques (Tall, 2013): 
	Objets physiques

	Propriétés des objets

	Relations entre les propriétés

	Déduction

	Formalisme mathématique



18 
Pour notre analyse, nous avons choisi trois types d’activités développées et           expérimentées par les enseignantes participantes et leurs élèves qui nous permettent           d’établir des liens avec différentes étapes du développement de la pensée mathématique           décrites par Van Hiele (1999) et Tall (2013):
	les activités de manipulation avec des objets physiques;

	les activités d’analyse de problèmes écrits;

	l’activité de résolution sur l’ordinateur.



19 
Dans le cas de chaque type d’activité, nous avons étudié comment les trois mondes           mathématiques repérés par Tall (2013), soit les structures, les opérations et le           formalisme mathématique, coexistent et interagissent. Toujours en s’appuyant sur les           travaux de Van Hiele et de Tall, nous avons explicité le niveau d’abstraction de la pensée           mathématique possible dans le contexte de résolution de problèmes additifs           simples.

[image: Les niveaux d'abstraction] Tableau 1 Les niveaux d'abstraction

 [Voir la liste des
            tableaux] 
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Dans ce qui suit, nous présentons une courte description de chaque activité, des           mondes mathématiques touchés et des niveaux d’abstraction possiblement atteints. Plutôt           que donner des descriptions détaillées de chaque activité observée, nous présentons           quelques observations clés pour créer une image globale du parcours réalisé par les élèves           et pour donner du sens à ce parcours du point de vue des trois mondes mathématiques et de           la pensée algébrique. Les éléments d’enseignement et d’apprentissage vécus de façon           similaire sont décrits par un seul exemple, par contre les points de divergences sont tous           abordés à part. 

 5. Macroanalyse rétrospective  [image: Retour au plan de l'article]
21 
Au total, six activités ont été incluses dans notre analyse: les activités de           manipulation avec des objets physiques (activités 1-3); les activités d’analyse de           problèmes écrits (activités 4-5) et l’activité de résolution sur l’ordinateur (activité           6). Dans ce qui suit, nous analysons les trois types d’activités expérimentales pour en           ressortir la pensée mathématique possible des élèves.

 5.1 Type 1. Les activités de manipulation avec des objets physiques [image: Retour au plan de l'article]
22 
Les activités basées sur les propriétés des objets physiques et les relations entre           les objets font partie de la phase préparatoire, au tout début de la démarche           expérimentale. Pour chaque activité, nous présentons une courte description et nous           décrivons le vécu.
Activité 1a. L’enseignante, ayant en mains deux ficelles, demande aux élèves de               proposer verbalement une procédure complète de comparaison qu’elle puisse exécuter               pour vérifier laquelle des deux ficelles est la plus courte. Les élèves, n’ayant pas               d’objets en main, doivent prononcer tous les éléments clés de la procédure de               comparaison, faute de quoi l’enseignante ne réussit pas la comparaison. 

Activité 1b. Les élèves doivent comparer la longueur de deux ficelles les yeux               fermés en respectant la procédure de comparaison formulée lors de l’activité               1a.


Activité 2. Les élèves doivent comparer la longueur de deux objets qu’ils ne               peuvent pas déplacer ou superposer (p. ex.: une jupe sur le mur droit et une cravate               sur le mur gauche). Les élèves doivent représenter leur expérience de comparaison en               utilisant la métaphore des ficelles (schéma) et les symboles mathématiques de               comparaison (<, >, =).


Activité 3a. Ayant en mains trois bandes de papier de longueurs variées, les               élèves doivent vérifier si ces bandes peuvent représenter «le total, le morceau coupé               et le morceau restant». Autrement dit, si deux de ces bandes représentent la somme de               la troisième. Les élèves doivent soutenir leur raisonnement par la démonstration               (manipulation).

Activité 3b. Ayant en mains deux bandes de papier, les élèves doivent construire               la troisième, qui correspond à la somme de deux ou à leur différence (reconstruire un               morceau coupé). Ils doivent expliquer leur solution à l’aide d’un schéma.
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Les activités 1, 2 et 3 se trouvent au premier niveau d’abstraction, soit les objets           et leurs propriétés, car les élèves doivent manipuler des objets physiques pour répondre à           la question de l’activité. L’analyse de ces activités vécues en classe montre que           plusieurs liens avec (un mouvement vers) les autres niveaux de la pensée mathématique se           tissent. Par exemple, lors de l’activité de comparaison de deux ficelles (activité 1),           l’enseignante a demandé aux élèves comment noter mathématiquement que la ficelle rose est           plus longue que la ficelle grise. Un élève a proposé la notation suivante : 1+, 2-. Il a           expliqué que la ficelle 1 est plus longue et la ficelle 2 est plus courte. Apparemment,           l’élève essaie d’utiliser sa compréhension des symboles d’opérations pour exprimer la           relation (comparaison). D’autres élèves ont proposé d’utiliser le symbole mathématique           plus grand que «>» et ils sont arrivés à la notation «1>2», ce qui apparaît           mathématiquement ambigu. Un troisième élève a proposé d’utiliser les lettres R pour la           ficelle rose et G pour la ficelle grise. Finalement, le groupe, guidé par l’enseignante, a           construit la notation mathématique: R > G, qui ressemble à celle culturellement adoptée           par la communauté mathématique.

[image: L'utilisation des symboles mathématiques de comparaison] Figure 4 L'utilisation des symboles mathématiques de comparaison

 [Voir la liste des
            figures] 
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Malgré le fait que les lettres R et G ne sont pas utilisées de façon complètement           abstraite et comportent un lien sémantique avec la manipulation concrète des objets           physiques (elles remplacent les couleurs identifiant les objets), cette première           expérience a permis aux élèves de comprendre que les lettres peuvent être utilisées et           interprétées en mathématique autrement qu’en écriture des mots.

25 
Dans l’autre groupe, l’enseignante a amené ses élèves à constater la réversibilité           de cette relation: si la ficelle rose est plus grande que la ficelle grise, la ficelle           grise est plus petite que la ficelle rose et on ne peut pas écrire R=G, car les longueurs           des ficelles ne sont pas égales.

26 
Nous pouvons constater que le lien entre les relations G<R et R>G est           implicite (pas verbalisé) pour les élèves, car les deux expressions sont créées à partir           de l’observation. Aucune n’est déduite formellement de l’autre. On ne peut donc pas parler           de déduction. Il semble toutefois qu’une déduction simple soit à portée de main dans cette           situation. L’enseignante pourrait poser la question sous forme abstraite: «si nous savons           que A>B, que pouvons-nous dire par rapport à B comparé à A?» Malheureusement, dans           notre expérimentation, cette dernière question n’a jamais été posée ni discutée. 

27 
Lors de l’activité 2 (comparaison des objets sans déplacement), les élèves ont           réalisé une déduction simple. Puisque la superposition des objets à comparer n’était pas           possible, les élèves ont dû utiliser un objet intermédiaire: une corde. Ils ont coupé une           corde de la même longueur que le premier objet et l’ont comparée au deuxième objet. Les           élèves sont parvenus à décrire la relation directement: cravate rouge < cravate verte           (Figure 5) sans mention de l’objet servant d’intermédiaire (corde). Encore une fois, la           déduction n’a pas été explicitée:
Si la corde (C) a la même longueur que la cravate rouge (R) et elle est plus               courte que la cravate verte (V), donc la cravate rouge est plus courte que la cravate               verte.

C = R & C < V = > R < V



28 
Il est possible que pour les élèves la corde ne joue pas le rôle de l’objet           intermédiaire, mais de la représentation physique du premier objet. Le niveau de la           déduction formelle ne peut donc pas être confirmé.

[image: Les lettres correspondent aux couleurs des objets] Figure 5 Les lettres correspondent aux couleurs des objets

 [Voir la liste des
            figures] 
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L’activité 3a attire l’attention des élèves à la relation «partie-partie-tout» et           l’activité 3b fait appel aux opérations d’addition et de soustraction (réunir et couper)           sur les objets physiques. La grande majorité des élèves observés a déduit les opérations           (procédures de manipulation nécessaires) à partir de la relation donnée et était capable           de reporter les procédures à l’aide de schémas. Par exemple, sachant qu’une bande           représente le total et l’autre représente la partie, l’élève a construit une bande égale           au total en coupant un morceau égal à la partie pour retrouver l’autre partie. Toutefois,           la déduction observée n’a pas atteint le niveau du formalisme, car les élèves ont d’abord           manipulé pour ensuite seulement dessiner ce qu’ils ont fait sous forme de schéma. Ils           n’ont donc pas appuyé leur raisonnement sur une représentation formelle de la relation           (schéma ou équation), mais sur les propriétés des objets physiques en main.

[image: Image réaliste de deux ficelles: les lignes arrivent à l’extrémité de la feuille de papier] Figure 6 Image réaliste de deux ficelles: les lignes arrivent à l’extrémité de la feuille de             papier
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Lors de ces premières activités, nous avons remarqué que plusieurs représentations           créées par les élèves étaient plutôt des images plus ou moins réalistes des actions           vécues. La Figure 6 montre qu’à la place de représenter la relation entre les deux           longueurs (schéma ou pictogramme), un élève essaie de représenter les objets tels quels.           Un autre élève utilise tout l’espace disponible pour représenter une ficelle dont la           longueur dépasse la longueur de la feuille. Il semble ainsi que, pour plusieurs élèves, le           passage du concret à une première abstraction pictographique n’est pas évident. Par           contre, la limitation de l’espace disponible (sur les feuilles de travail de plusieurs           activités) encourage l’utilisation de schémas-pictogrammes plutôt que d’une image réaliste           et ainsi le passage vers l’abstraction.

31 
Plus tard, dans des activités de résolution des problèmes écrits, les images des           ficelles sous forme de schémas seront utilisées comme modèles des relations additives pour           y ancrer l’analyse des situations décrites.

 5.2 Type 2. Les activités d’analyse de problèmes écrits [image: Retour au plan de l'article]
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Dans le cadre de notre projet, nous avons expérimenté quatre activités d’analyse et           de résolution: la situation mathématiquement incohérente (SMI), le jeu du capitaine, la           résolution de problèmes et l’analyse de schémas. Nous présentons ici notre analyse des           activités SMI (Savard et Polotskaia, 2017) et des activités de résolution de problèmes           ordinaires, car ces deux activités comportent l’étape de l’analyse de la relation additive           et l’étape de déduction.
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Les activités SMI ont été créées pour stimuler les élèves à identifier la structure           plutôt que la séquence d’évènements dans le contexte de petits problèmes écrits           traditionnellement considérés comme des problèmes d’addition ou de soustraction. Au lieu           de présenter aux élèves un texte classique, soit une description suivie par une question,           nous proposons une description mathématiquement incohérente, sans question à laquelle il           faut répondre immédiatement. Voici un exemple:
Activité 4. Les élèves discutent la situation suivante écrite au tableau:

Rémi a 11 coeurs à la cannelle. Il en mange 6. Il lui reste 8 coeurs à la               cannelle.
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Puisque les nombres sont relativement petits, les élèves doivent s’apercevoir           rapidement que «ça ne marche pas». Ensemble, ils réalisent que chacun des trois nombres           peut être remplacé pour faire une histoire plus cohérente. Les élèves doivent représenter           la relation décrite dans l’histoire avant de proposer, pour un nombre choisi, une           opération permettant de calculer la valeur cohérente avec les deux autres           nombres.
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Lors des expérimentations, les élèves ont réalisé plusieurs activités SMI qui           présentaient des structures sémantiques variées (comparaison, retrait, addition,           composition). Chaque fois, l’enseignante insistait sur l’ordre dans lequel le travail           devait être effectué :
	Analyser la situation et la représenter par un schéma sans tenir compte des               valeurs des nombres.

	Analyser la représentation particulière, pour chaque nombre choisi comme               inconnu, pour en déduire l’opération permettant de trouver la valeur du nombre               choisi.

	Faire le calcul et donner du sens au résultat en retournant à la               situation.

	Analyser et comparer les trois possibilités (les trois représentations               particulières et les opérations correspondantes).
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Selon notre cadre d’analyse, les activités SMI se trouvent au niveau des relations,           car les élèves sont invités à comprendre et à formaliser (représenter par un schéma) la           relation additive entre les éléments quantitatifs de chaque situation. Elles touchent           aussi le niveau de déduction, puisque les élèves doivent déduire une opération           arithmétique en s’appuyant sur la représentation formelle de la relation. 

37 
L’implantation des activités SMI dans nos classes expérimentales a fait apparaître           plusieurs ruptures dans les connaissances mathématiques des élèves. Premièrement, la           représentation d’un ensemble d’objets (quantité d’objets) par un segment (de droite)           demande une capacité d’abstraction plus avancée par rapport à une représentation de chaque           objet par un jeton ou un petit cercle en correspondance terme à terme. Dans les situations           où les élèves avaient le choix, plusieurs d’entre eux privilégiaient la représentation par           petits cercles, celle-ci leur étant plus familière. Leur pensée restait donc au niveau des           objets discrets. Pour aider les élèves à franchir la frontière discret-continu (ensemble           d’objets – quantité), nous avons conçu des activités complémentaires de représentation des           ensembles d’objets par des segments.

38 
Pour stimuler l’utilisation des schémas dans les activités SMI, les enseignantes           participantes ont proposé des solutions variées. Par exemple, Diana a évoqué les           manipulations avec des ficelles et des bandes de papier vécues auparavant et elle a           proposé d’utiliser les images de ficelles comme métaphore de la taille: si nous avons plus d’objets nous allons dessiner une ficelle plus           longue. Petra a commencé à construire le schéma elle-même et, à chaque étape,           elle a demandé à ses élèves de deviner ce qui était représenté. Nicole, une autre           enseignante, a utilisé les cercles de papier collant au tableau et les a arrangés en ligne           pour ensuite n’utiliser que les lignes (segments, Figure 7).

[image: Créer des liens entre les représentations discrètes et continues] Figure 7 Créer des liens entre les représentations discrètes et continues

 [Voir la liste des
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Ainsi, la majorité des élèves ont réalisé avec succès le passage «représentation des           objets > représentation des quantités» (Polotskaia, 2015).

40 
Malgré la réussite de la majorité des élèves, quelques-uns ont montré une lacune           importante dans la création des liens significatifs entre les mondes mathématiques. Nos           observations en classe suggèrent que ces élèves ont adopté les schémas comme des gabarits           obligatoires sans lien sémantique avec la situation qu’ils essaient de représenter. La           Figure 8 montre une telle représentation de la situation mettant en scène le problème de           Rémi.

[image: Une représentation incorrecte du problème de Rémi] Figure 8 Une représentation incorrecte du problème de Rémi

 [Voir la liste des
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On peut voir dans cette image que les éléments du schéma ne représentent pas des           quantités, mais qu’ils sont juxtaposés avec les nombres par hasard (probablement dans           l’ordre dans lequel ces nombres apparaissent dans le texte). Ce phénomène observé dans           plusieurs classes, surtout avec des élèves en difficulté, nous a fait réviser les           instructions données aux enseignantes. Dorénavant, le but ultime de l’utilisation d’un           schéma serait la création des liens sémantiques entre les quantités décrites dans un           problème, leur rôle dans la situation et leur représentation par schéma. Nous considérons           la création de tels liens comme une étape incontournable du développement de la pensée           relationnelle (algébrique) qui permet l’utilisation de la relation additive (sa           représentation par schéma) comme un objet de pensée abstraite mathématique.
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Un changement important dans le comportement des élèves a été observé par les           enseignantes. Lors des premières activités SMI, les élèves constataient rapidement que le           dernier nombre dans l’histoire n’était pas correct. Dans le cas de l’histoire de Rémi, ils           ont tout de suite remarqué que 8 «n’est pas bon». Un effort a été nécessaire de la part de           l’enseignante pour amener les élèves à considérer les deux autres nombres. Nous pouvons           penser que les élèves ont interprété l’histoire comme une séquence des évènements, comme           une «opération» sur les objets pour en envisager le résultat. Vraisemblablement, ils n’ont           pas considéré la «relation» entre les trois quantités. Ils n’ont donc pas questionné les           deux autres nombres. Après avoir réalisé quelques activités SMI, les enseignantes ont           constaté que les élèves ont questionné les trois nombres par eux-mêmes et se sont lancés à           chercher les valeurs cohérentes. Nous pouvons donc espérer que les élèves commencent à           considérer la relation additive dans ce contexte. Il est aussi possible que ce           comportement soit un résultat du contrat didactique imposé par l’activité SMI qui demande           de chercher toutes les possibilités de la situation.

43 
La création d’une connexion entre deux mondes mathématiques a été observée dans la           classe d’Anna. Anna a discuté avec les élèves de la situation de Rémi et elle a construit           les trois schémas qui représentent la situation sur un grand tableau vert (Figure 9). Au           moment de la recherche de la troisième opération, un élève a dit à sa voisine: Ce n’est pas comme avant. On ne doit pas additionner; on doit           soustraire. 

[image: Les trois analyses représentées simultanément] Figure 9 Les trois analyses représentées simultanément
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En rendant visibles les schémas et les opérations des trois analyses simultanément,           l’enseignante a permis aux élèves de référer une opération à l’opération précédente.           Guidés par l’enseignante, ils ont finalement constaté que la même relation additive (même           histoire) peut donner lieu à trois opérations différentes. C’est probablement le moment de           connexion du monde des structures et des relations avec le monde des opérations. C’est la           naissance d’une liaison entre la relation additive et les opérations d’addition et de           soustraction, ce qui peut signifier un niveau de complexité accru. Toutefois, ce petit           épisode ne peut pas confirmer la création complète de cette liaison complexe.

Activité 5. Lors des activités de résolution de problèmes, l’enseignante présente             un problème écrit traditionnel (une histoire suivie par une question) aux élèves et leur             demande de l’analyser, de le représenter par un schéma et de formuler une opération             arithmétique sous forme standard pour calculer la réponse. Dépendamment de la             connaissance des élèves sur les procédures de calcul, le calcul de la réponse s’effectue             à l’aide d’une calculatrice ou par écrit.
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Voici un exemple du problème présenté aux élèves sur un Tableau blanc interactif           (Figure 10).

[image: Problème de spectateurs présenté sur TBI.] Figure 10 Problème de spectateurs présenté sur TBI.
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Premièrement, l’enseignante a proposé aux élèves de déterminer si une comparaison           est présente dans le problème et de choisir le type de schéma à utiliser (le schéma à un           segment – pas de comparaison, ou à deux segments – comparaison). En grand groupe, les           élèves ont discuté de la signification de chaque élément de données du problème et les ont           associés avec l’élément du schéma. L’enseignante a utilisé trois couleurs différentes pour           identifier les trois éléments de la relation (Figure 11). Elle a aussi utilisé les lettres           F et G pour montrer la quantité de filles et de garçons sur le schéma.

47 
Malgré que les élèves ont proposé une opération correcte pour trouver la réponse           (49–16 = ?), l’enseignante a insisté sur la manipulation du schéma: cacher la partie           connue de l’ensemble des garçons pour voir la partie équivalente à l’ensemble des filles           (Figure 11).
Enseignante: Si je prends tous les garçons et que             j’enlève les 16 «de plus», qu’arrive-t-il à la ligne des garçons et à la ligne des             filles?
Plusieurs élèves: Elles sont             égales.


[image: L'enseignante cache la partie connue sur le schéma] Figure 11 L'enseignante cache la partie connue sur le schéma

 [Voir la liste des
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Plusieurs variations de la gestion de l’activité de résolution ont été observées:           travail en grand groupe, travail par équipe (construction de schémas), travail individuel.           En tout temps, les enseignantes ont insisté sur la déduction de la phrase mathématique à           partir du schéma, notamment sur l’importance de préciser l’opération et les quantités           (nombres) à utiliser pour trouver la troisième quantité. Par exemple, l’expression           (49–16=?) est une phrase acceptable et (49–?=16) n’est pas acceptable. Cette restriction           obligeait les élèves à déduire l’opération en s’appuyant sur le schéma et sur leur           compréhension de la relation additive. La calculatrice joue le même rôle restrictif (si           utilisée pour le calcul), car elle n’accepte pas l’opération de type (49–?=16).

49 
Les enseignantes opéraient sur le schéma elles-mêmes et demandaient aux élèves de le           faire: passer leur doigt sur les parties à compter ensemble ou cacher une partie pour voir           ce qui est inconnu. Ainsi, les deux mondes mathématiques, les structures et les           opérations, s’intégraient de plus en plus chez les élèves.

[image: Un schéma utilisant les mots descriptifs] Figure 12 Un schéma utilisant les mots descriptifs
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Dans la majorité des cas, les enseignantes et les élèves ont utilisé les nombres           pour noter les éléments du schéma. L’autre stratégie utilisée par les enseignantes était           l’utilisation de descriptifs (Figure 12) ou de lettres (comme dans le problème des           spectateurs). En travaillant seuls ou en équipes, la majorité des élèves observés           réussissaient à déduire la phrase mathématique appropriée à partir d’un schéma. Toutefois,           les phrases mathématiques déduites ne comportaient que des nombres. Nous pouvons suggérer           que la pensée des élèves atteignait le niveau de déduction: «relation représentée →           opération». Cette déduction mathématique observée dans des classes reste numérique, donc           moins abstraite qu’une opération en mots ou en lettres.

 5.3 Type 3. L’activité de résolution sur l’ordinateur [image: Retour au plan de l'article]
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L’activité de résolution de problèmes à l’ordinateur (Freiman, Polotskaia et Savard,           2017) a été conçue pour stimuler et soutenir la généralisation et la formalisation de           travail avec les relations et les opérations dans le contexte de résolution de problèmes           écrits.
Activité 6. Les élèves doivent travailler dans un environnement informatique               spécialement conçu pour résoudre des problèmes et pour identifier les problèmes qui               posent des difficultés. Ensuite, les élèves rapportent leurs questions et leurs               difficultés au reste de la classe. Le groupe développe une meilleure compréhension des               problèmes choisis par les élèves et propose des stratégies de résolution conformes               avec l’environnement informatique, ce qui est vérifié sur l’ordinateur. Lors de la               prochaine session sur l’ordinateur, les élèves réessaient de résoudre des problèmes               par eux-mêmes.
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Afin de permettre aux élèves de travailler avec les énoncés dans lesquels les           valeurs numériques ont été remplacées par les lettres (donc suscitant explicitement la           production par l’élève d’une expression algébrique), une interface informatique a été           conçue (Figure 13). Elle contient le titre du problème, son énoncé, les outils permettant           de rédiger, de façon interactive, des phrases mathématiques standards. Initialement,           l’énoncé du problème ne contient aucune valeur numérique (seulement les lettres). Si           l’élève le désire, il ou elle peut obtenir la valeur numérique qui remplacera la lettre et           poursuivre la résolution dans cette forme, soit numérique, soit hybride (l’élève peut           «ouvrir» toutes les lettres ou juste quelques-unes). À chaque fois que l’élève ouvre une           lettre, son score diminue de 10 points (initialement, ce score est égal à 100). Si le           problème n’est pas résolu correctement, le score est zéro. Le but de ce jeu n’est pas           d’évaluer l’élève, mais de lui permettre d’explorer le problème, de réfléchir sur la           relation que le problème présente.

53 
La Figure 13 illustre comment l’élève peut faire glisser les lettres, les nombres et           les opérations pour former une phrase s-f permettant de calculer le nombre de pommes restantes. On           valide la réponse en cliquant sur le bouton «Valider».

[image: L'interface informatique présentant un problème à résoudre] Figure 13 L'interface informatique présentant un problème à résoudre

 [Voir la liste des
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Dans le cas d’un problème à plus d’une étape, on peut réutiliser la phrase obtenue à           la suite de la validation (s–f) pour formuler la prochaine phrase comme «Étape 2». À la           fin de la dernière étape, on fait glisser la phrase vers la ligne de résultat avant de           l’envoyer comme réponse finale (Figure 13). L’ordinateur vérifie la solution (dans notre           cas, ce serait (s–f)) instantanément et informe l’élève de son résultat.

55 
La banque de problèmes de l’environnement informatique contient 89 problèmes ayant           des structures additives de toutes sortes. Chaque problème contient au moins une donnée           superflue. Les élèves sont encouragés à utiliser une feuille de papier pour représenter le           problème avant de construire une solution.

56 
La première étape de l’activité présente une opportunité de déduction «relation           additive → opération» dans le mode le plus formel possible dans le contexte de résolution           de problèmes écrits. Si l’élève déduit la phrase mathématique en n’utilisant que des           lettres, nous pouvons considérer sa pensée comme déductive, relationnelle et           formelle.

57 
Dans les classes de deuxième année, on a observé trois types de comportements devant           cette tâche. Ainsi, certains élèves utilisaient les lettres pour modéliser les problèmes           avec succès. D’autres élèves ont eu tendance à obtenir les valeurs numériques de chaque           lettre pour composer, par la suite, une expression numérique, ce qui représente la façon           de faire habituelle de la classe. Il y a finalement quelques élèves qui ont tendance à           composer une phrase mathématique rapidement sans prendre le temps de réfléchir. Très peu           d’entre eux construisaient des schémas. Nous constatons ainsi que pour plusieurs élèves le           mode de pensée par schéma (ou par la relation additive) n’était pas devenu l’habitude de           pensée dans le contexte de résolution. Il est aussi possible que malgré l’utilisation des           lettres auparavant pour noter les quantités ou les longueurs, l’apparition des lettres           dans le texte d’un problème a irrité ou décontenancé certains élèves, surtout au           début.
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Lors de la deuxième partie de l’activité, à la première discussion en salle de           classe, la majorité des élèves a exprimé le désir de travailler avec des nombres plutôt           qu’avec des lettres. Ils ont eu tendance à proposer des phrases mathématiques sans           construction de schémas. L’enseignante a insisté sur l’ordre de travail préconisé, soit           l’utilisation de schémas et de lettres. Toutefois, déjà dans la première discussion, en           travaillant avec des lettres, les élèves ont facilement identifié la donnée superflue et           ont proposé de ne pas ouvrir la lettre correspondante. Finalement, le groupe a réussi la           modélisation par schéma en utilisant les lettres et a déduit la phrase mathématique.         

59 
Dans les deux autres séances, lors des discussions en classe, les élèves se sont           montrés plus ouverts au travail avec des lettres. Ils ont réussi à placer les lettres           appropriées sur les éléments du schéma (Figure 14, qui présente le schéma où m poires sont           toutes les poires au début et la petite lettre d signifie les poires restantes).           Cependant, une certaine ambiguïté dans l’utilisation des lettres est visible pour           l’observateur. Voici un exemple tiré d’une discussion en classe.
Chercheuse [pointe sur la partie droite du schéma]:             Pour trouver ce morceau sur le schéma, qu’est-ce qu’on doit faire?
E1: On prend les poires qui étaient au début et on             enlève la grande partie pour voir juste les poires vendues.
Chercheuse: Comment fait-on?
E1: On cache le d. Et on enlève le m et le             d.


[image: Le schéma représentant le problème de poires] Figure 14 Le schéma représentant le problème de poires
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[image: La manipulation sur le schéma] Figure 15 La manipulation sur le schéma
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La Figure 15 montre l’élève cachant les deux lettres et la partie à enlever. D’une           part, dans sa première explication verbale, l’élève parle des parties de toutes les           poires. D’autre part, elle cache ensuite les lettres d et m avec ses mains.           L’interprétation des lettres comme éléments de graphisme coexiste avec l’interprétation           des lettres comme la notation des ensembles, les poires au début m et les poires restantes           d. Finalement, les élèves ont réussi à construire une phrase mathématique correcte (Figure           16) en donnant un sens approprié à chaque lettre.

[image: La phrase mathématique m-d déduite par les élèves] Figure 16 La phrase mathématique m-d déduite par les élèves
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Nous constatons que les discussions entre les élèves guidés par leur enseignante ont           atteint un niveau élevé d’abstraction. Ainsi donc, l’entrée dans le monde du formalisme           mathématique, notamment par l’utilisation des lettres comme éléments d’abstraction des           quantités pour exprimer leur relation et pour déduire l’opération, est accessible pour           plusieurs élèves. Cependant, pour que l’utilisation de ce formalisme devienne un outil           privilégié de pensée des élèves lors de leur travail autonome, les trois sessions           d’activité à l’ordinateur ne se sont pas révélées suffisantes.

 6. Discussion: cheminement de la pensée algébrique chez les élèves [image: Retour au plan de l'article]
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Nous avons présenté les résultats de notre macroanalyse rétrospective des activités           de résolution de problèmes conçues et expérimentées lors de notre projet 2011-2014 avec           des élèves âgés de 6 à 8 ans. Nous avons ainsi tenté, à l’aide du modèle des trois mondes           mathématiques (Tall, 2013), de dégager les éléments de la pensée mathématique menant à la           genèse de la pensée algébrique chez les élèves. 

63 
Tout d’abord, les activités de manipulation donnent lieu à la manipulation d’objets           physiques, à l’étude de leurs propriétés, notamment la longueur, et de leurs structures           (toutes composés de deux parties). Également, la déduction de l’opération (manipulation           pour trouver le tout ou une partie) fait partie intégrante de ces activités. Les mondes           des structures et des opérations coexistent dans ces premières activités. 

64 
Ensuite, les activités SMI et la résolution de problèmes donnent lieu à l’analyse de           la relation additive et à la déduction par l’élève des opérations à partir de schémas. À           ce stade, les élèves ne manipulent plus des objets physiques, mais le schéma comme           représentant de la relation additive, objet mathématique de la pensée. Les mondes de           structures et des opérations sont alors étroitement intégrés dans ces activités. 

65 
Finalement, l’activité sur l’ordinateur intègre la relation additive et les           opérations ainsi que le formalisme mathématique. À ce stade, grâce aux discussions           organisées à partir de l’exploration autonome d’un logiciel par l’élève, l’intégration des           trois mondes mathématiques devient accessible aux élèves sous forme de construction d’un           schéma en utilisant les données abstraites (en lettres) et de l’analyse de relations et de           déduction de l’opération abstraite (en lettres). 

66 
Le développement de la pensée mathématique des élèves a suivi la logique des           activités expérimentales. Si, dans les premières activités de manipulation, une ligne de           schéma est plus une image photographique d’une ficelle et de la manipulation vécue qu’un           modèle de la relation entre les objets, dans les activités de résolution de problèmes           suivants, les éléments d’un schéma ne reflètent plus les objets comme tels, mais plutôt           leur relation additive. Le même changement est observable dans le travail des élèves avec           des lettres. Lors des activités de manipulation, les lettres servent principalement à           rappeler les noms ou les couleurs des objets (V           pour une cravate verte). Dans la résolution des problèmes, les descriptifs (les mots) et           les lettres rappellent plutôt le rôle de la donnée dans la situation, mais y sont attachés           par un lien linguistique (F pour le nombre des           filles). Dans les activités à l’ordinateur, les lettres sont utilisées pour identifier les           quantités de façon abstraite, sans aucun lien linguistique (m pour les poires au début de la situation). Dans ce dernier cas, les élèves           sont capables de tirer des liens sémantiques à travers le modèle-schéma vers le contenu du           problème et d’opérer avec des lettres en préservant le sens. En lien avec les étapes de           développement de la pensée mathématique identifiées par Van Hiele (1999), les élèves ont           commencé par des manipulations et ils sont arrivés à une déduction bien formelle «relation           → opération».

67 
Selon Tall (2013), la généralisation et l’abstraction des objets élémentaires de la           pensée ainsi que l’intégration des structures et des opérations facilitent la           compréhension des idées plus complexes et soutiennent la créativité. Pendant très           longtemps, le raisonnement algébrique était vu comme une partie des mathématiques à part,           opposé au raisonnement arithmétique. Aujourd’hui, plusieurs chercheurs (Davydov, 1982;           Dougherty et Slovin 2004; Schmittau et Morris, 2004) perçoivent les éléments de la pensée           algébrique, notamment la pensée relationnelle abstraite, comme une des pierres angulaires           du développement de la pensée mathématique. Cet élément fondamental doit être exploré en           profondeur dès le début de l’apprentissage scolaire et doit grandir au fur et à mesure de           la complexification des objets de la pensée mathématique. Nous suggérons de modifier et           d’ajuster le modèle de Tall de façon suivante : dès le début de l’apprentissage, il faut           assurer la coexistence, le codéveloppement et l’intégration des trois mondes           mathématiques. La Figure 17 montre que, conformément au modèle de Tall (2013), les mondes           des structures et des opérations, superposés et intégrés dès le début de la scolarisation           pour donner lieu aux premières déductions et au formalisme mathématique, peuvent stimuler           le développement précoce de la pensée algébrique.

[image: Les trois mondes mathématiques intégrés donnant lieu à la pensée algébrique précoce] Figure 17 Les trois mondes mathématiques intégrés donnant lieu à la pensée algébrique             précoce
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68 
Nous avons cherché à démontrer qu’au tout début de l’apprentissage des           mathématiques, il est possible de proposer aux élèves âgés de 6 à 8 ans des activités dans           lesquelles les trois mondes mathématiques se touchent. Dans nos expérimentations, les           activités de manipulations avec des objets physiques ont donné lieu à la construction des           relations entre les grandeurs, à la déduction, bien que supportée par la manipulation, et           à l’utilisation du symbolisme mathématique formel.

69 
Lors des activités de résolution, les élèves ont démontré un niveau d’abstraction           accru, notamment par l’utilisation de la modélisation des relations à l’aide de schémas           (schémas) pour en déduire l’opération arithmétique. L’activité de résolution sur           l’ordinateur a permis d’observer les élèves utiliser des lettres dans leur pensée           mathématique ainsi que dans le processus de modélisation et de déduction.

70 
Dans la mathématique formelle, le concept de la «relation additive» n’est pas           reconnu comme une «définition», au même titre que la loi «pour trouver une partie du           total, il faut enlever l’autre partie du total» n’est pas considérée comme un «axiome».           Toutefois, dans le contexte de notre expérimentation, il est logique de proposer que ces           éléments de la pensée mathématique (centraux dans le cadre de notre projet) aient été           implicitement exploités par les enseignantes et les élèves comme définition et           axiome.

71 
 Notre recherche, qui s’aligne avec les expérimentations réalisées dans d’autres           pays (Mikulina, 1991; Iannece et al., 2009;           Schmittau et Morris, 2004), montre que les élèves peuvent étudier conjointement les           relations et les opérations et développer une compréhension de plus en plus abstraite, ou           algébrique. Une compréhension algébrique des problèmes et des situations élémentaires, à           son tour, peut devenir un outil de pensée indispensable dans l’étude des objets           mathématiques plus complexes, y compris les objets mathématiques algébriques. 



Bibliographie[image: Retour au plan de l'article]
 Blanton, M. L., Stephens, A., Knuth, E., Gardiner, A. M., Isler, I., et Kim, J.-S. (2015). The development of children’s algebraic thinking: The impact of a comprehensive Early Algebra intervention in third grade. Journal for Research in Mathematics Education, 46(1), 39-87.   DOI:10.5951/jresematheduc.46.1.0039
 Blanton, M. L. et Kaput, J. J. (2005). Characterizing a Classroom Practice That promotes algebraic reasoning. Journal for Research in Mathematics Education, 36(5), 412-446.  
 Boily, M., Lessard, G., Polotskaia, E. et Anwandter-Cuellar, N. (2015). Étude du développement de la pensée algébrique au préscolaire: Cas de suites non-numériques. In R. Kouki, D. Jeannotte, et J. Vlassis (dir.), Espace mathématique francophone, GT3 (p. 120–130). Algérie: Université des Sciences et de la Technologie Houari Boumediene. 
 Cai, J., Lew, H. C., Morris, A. , Moyer, J. C., Fong Ng, S. et Schmittau, J. (2005). The development of studients’ algebraic thinking in earlier grades: Lessons from China and Singapore. Zentralblatt für Didaktik der Mathematik, 37(1), 5-15.   DOI:10.1007/BF02655892
 Davydov, V. V. (1998). The renewal of education and the mental development of schoolchildren. Thinking, 13(4), 5-7.  DOI:10.5840/thinking199814424
 Davydov, V. V. (1982). Psychological characteristics of the formation of mathematical operations in children. In T. P. Carpenter, J. M. Moser et T. A. Romberg (dir.) Addition and subtraction: cognitive perspective (p. 225-238). Hillsdale: Lawrence Erlbaum Associates 
 Dougherty, B. J. et Slovin, H. (2004). Generalized diagrams as a tool for young children’s problem solving. In Proceedings of the 28th Conference of the International Group for the Psychology of Mathematics Education (p. 295–302), Belo Horizonte, Brésil. 
 Ontario Ministry of Education (2005). The Ontario curriculum. Grades 1-8. Mathematics. Ontario, Canada. 
 Freiman, V., Polotskaia, E. et Savard, A. (2017). Using a computer-based learning task to promote work on mathematical relationships in the context of word problems in early grades. ZDM Mathematics Education, 29(6), 835-849.   DOI:10.1007/s11858-017-0883-3
 Gervais, C., Savard, A. et Polotskaia, E. (2013). La résolution de problèmes de structures additives chez les élèves du premier cycle du primaire: le développement du raisonnement. Bulletin AMQ, 53(3),58-66.  
 Iannece, D., Mellone, M. et Tortora, R. (2009). Counting vs. measuring: Reflections on number roots between epistemology and neuroscience. In M. Tzekaki et M. Kaldrimidou (dir.) Proceedings of the 33rd Conference of the International group for the Psychology of Mathematics Education (p. 209-216). Thessaloniki, Grèce. 
 Kieran, C. (2014). What does research tell us about fostering algebraic thinking in arithmetic? Reston: National Council of Teachers of Mathematics.  
 Lee, L. et Freiman, V. (2006). Developing algebraic thinking through pattern exploration. Mathematics Teaching in the Middle School, 11(9), 428-433. 
 Lesh, R. et Zawojewski, J. (2007). Problem solving and modeling. In F. K. J. Lester (dir.) Second handbook of research on mathematics teaching and learning (p. 763-787). Charlotte: Information Age.  
 Ministère de l'Éducation, des Loisir et des Sports (MELS) (2001). Programme de formation de l’école québécoise. Éducation préscolaire. Enseignement primaire. Québec, Canada. 
 Mikulina, G. (1991). The psychological features of solving problems with letter data. In V. V. Davydov (dir.) Soviet studies in mathematics education (Vol. 6). Psychological abilities of primary school children in learning mathematics (p. 181-232). Reston: National Council of Teachers of Mathematics.  
 Polotskaia, E. (2017). How the relational paradigm can transform the teaching and learning of mathematics: Experiment in Quebec. International Journal for Mathematics Teaching and Learning, 18(2), 161–180.  
 Polotskaia, E. (2015). How elementary students learn to mathematically analyze word problems: The case of addition and subtraction. McGill University. Thèse de doctorat. 
 Polotskaia, E., Savard, A. et Freiman, V. (2016). Investigating a case of hidden misinterpretations of an additive word problem: structural substitution. European Journal of Psychology of Education, 31(2), 135-153.   DOI:10.1007/s10212-015-0257-6
 Savard, A. et Polotskaia, E. (2017). Who’s wrong? Tasks fostering understanding of mathematical relationships in word problems in elementary students. ZDM Mathematics Education, 49(6), 823-833.  DOI:10.1007/s11858-017-0865-5
 Savard, A. et Polotskaia, E. (2014). Gérer l’accès aux mathématiques dans la résolution de problèmes textuels: une exploration du côté de l’enseignement primaire. Éducation et francophonie, 42(2), 138-157.   [image: Icône pour les ID publics Érudit]DOI:10.7202/1027910ar
 Schmidt, S. et Bednarz, N. (2002). Arithmetical and algebraic types of reasoning used by pre-service teachers in a problem-solving context. Canadian Journal of Science, Mathematics and Technology Education, 2(1), 67-90.   DOI:10.1080/14926150209556500
 Schmittau, J. et Morris, A. (2004). The development of algebra in the elementary mathematics curriculum of V. V. Davydov. The Mathematics Educator, 8(1), 60-87. 
 Squalli, H. (2003). Tout, tout, tout, vous saurez tout sur l’algèbre. Montréal: Éditions Bande Didactique.  
 Tall, D. O. (2013). How humans learn to think mathematically. Exploring the three worlds of mathematics. New York: Cambridge University Press.   DOI:10.1017/CBO9781139565202
 Van Hiele, P. M. (1999). Developing geometric thinking through activities that begin with play. Teaching Children Mathematics, 5(6), 310-316. 


Note[image: Retour au plan de l'article]
[1] Des représentations similaires sont utilisées en Russie, à Singapour et dans           plusieurs autres pays.
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Résumé
Nous nous inscrivons dans le courant Early Algebra en soutenant que des connaissances et des raisonnements développés par les élèves en début de collège en France (11-12 ans) en arithmétique peuvent faciliter la transition de l’arithmétique à l’algèbre ou au contraire y faire obstacle. Nous définissons des critères pour analyser le rapport personnel des élèves à l’arithmétique en début de 5e (12 ans), avant l’entrée dans l’algèbre. En nous plaçant dans le cadre de la théorie anthropologique, nous définissons ensuite des praxéologies (Chevallard, 1999) pour repérer la signification et le rôle que les élèves donnent à l’égalité, aux expressions numériques, aux propriétés des opérations, dont la distributivité, et au raisonnement analytique. Nous présentons l’évaluation de début de 5e conçue dans ce cadre et analysons les réponses des élèves, puis ouvrons des perspectives sur les conditions d’un enseignement favorisant l’entrée dans l’algèbre.
Mots clés : entrée dans l’algèbre, arithmétique, évaluation, égalité, expression algébrique

Abstract
Which arithmetic knowledge and reasoning facilitate students’ entry into        algebra?Our research comes under the Early Algebra current, upholding that the arithmetic knowledge and reasoning developed by early middle-school students in France (11–12 years old) can facilitate, or conversely raise obstacles to, the transition from arithmetic to algebra. We define criteria for analyzing beginning cinquième (Canadian secondary two, 12 year old) students’ personal relationships to arithmetic before they start algebra. Drawing on anthropological theory, we then define praxeologies (Chevallard, 1999) for identifying the meaning and role that students assign to equality, numeric expressions, properties of operations including the distributive property, and analytical reasoning. We then present the beginning of cinquième evaluation designed in this context and examine the students’ answers, before exploring the instructional conditions that could facilitate students’ entry into algebra.
Keywords : entry into algebra, arithmetic, evaluation, equality, algebraic expression

Resumen
¿Cuáles conocimientos y cuáles razonamientos en aritmética favorecen la        entrada al álgebra?Nos adscribimos a la corriente Early Algebra sosteniendo que los conocimientos y los razonamientos desarrollados en aritmética por los alumnos que comienzan el nivel colegial en Francia (11 a 12 años) pueden facilitar la transición desde la aritmética al álgebra, o por el contrario, generar obstáculos a este paso. Definimos criterios para analizar la relación personal con la aritmética de los alumnos que comienzan el quinto grado (12 años), antes de entrar en el álgebra. Dentro del marco de la teoría antropológica, definimos a continuación praxeologías (Chevallard, 1999) para captar el significado y el rol que los alumnos entregan a la igualdad, a las expresiones numéricas, a las propiedades de las operaciones, entre ellas distributividad y al razonamiento analítico. Presentamos la evaluación concebida en este cuadro y aplicada al inicio del quinto grado y analizamos las respuestas de los alumnos, para después abrir las perspectivas acerca de las condiciones de una enseñanza que facilite la entrada al álgebra.
Palabras clave : entrada al álgebra, aritmética, evaluación, igualdad, expresión algebraica
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 1. Introduction [image: Retour au plan de l'article]
1 
Depuis 1995, l’équipe de chercheurs en didactique des mathématiques impliqués dans           le projet «Pépite» (Delozanne et al., 2010;           Grugeon-Allys et al., 2012; Pilet, 2015) conçoit           et diffuse des outils pour développer des pratiques d’évaluation diagnostique et de           régulation pour l’enseignement en algèbre élémentaire. Ces outils concernent           l’enseignement de l’algèbre pour des élèves de 13 à 16 ans (4e à           2de), c’est-à-dire après l’introduction du symbolisme algébrique.           Plus récemment, dans le cadre du Lieu d’Education Associé «Pratiques d’évaluation en           calcul numérique et littéral» (LéA Pécanumeli [1]),           organisant un travail collaboratif entre enseignants et chercheurs, à la demande des           enseignants, nous avons commencé à concevoir et à développer de tels outils avant           l’introduction du symbolisme algébrique et son enseignement en 5e (12           ans) (Horoks et Pilet, 2015). L’enjeu est de faire état du développement des connaissances           et des raisonnements déjà utilisés par les élèves en arithmétique favorisant ou non           l’entrée dans l’algèbre, que nous définissons comme l’introduction à la modélisation pour           résoudre les problèmes du domaine algébrique (Chevallard, 1985, 1989).

2 
Nous prenons en compte le courant Early Algebra           (Kieran et al., 2016) qui vise à           offrir aux élèves des opportunités pour soutenir la transition de l’arithmétique à           l’algèbre dès l’école primaire et le début du collège. Quels sont les connaissances et les           raisonnements développés par les élèves en début de collège en arithmétique qui peuvent           faciliter la transition de l’arithmétique à l’algèbre ou au contraire y faire obstacle? À           partir de quels critères et de quelles tâches les repérer? Comment analyser les réponses           des élèves afin de pouvoir exploiter les informations recueillies?

3 
Pour répondre à ces questions, nous rappelons d’abord les deux principaux courants           développés pour interroger la transition entre l’arithmétique et l’algèbre. Nous           identifions ensuite des critères d’analyse du développement des connaissances et des           raisonnements déjà utilisés en arithmétique et qui sont liés à des concepts cruciaux pour           l’entrée dans l’algèbre (égalité, expression numérique, etc.). Nous caractérisons ensuite           des praxéologies (Chevallard, 1999) pour repérer la signification et le rôle que les           élèves donnent à l’égalité, aux expressions numériques, aux propriétés des opérations dont           la distributivité et au raisonnement analytique. Nous présentons l’évaluation conçue pour           le niveau 5e et soumise à un ensemble d’élèves et analysons les           réponses des élèves. Pour terminer, nous discutons du potentiel des résultats obtenus pour           organiser des pistes d’enseignement d’entrée dans l’algèbre et des perspectives de           recherche.

 2. Continuité ou discontinuité: deux points de vue sur la transition entre         l’arithmétique et l’algèbre [image: Retour au plan de l'article]
4 
Les travaux relatifs à la transition entre l’arithmétique et l’algèbre s’organisent           en deux points de vue. Certains (Vergnaud, 1988; Rojano, 1989; Kieran, 1992) considèrent           que l’algèbre se construit en rupture avec l’arithmétique. D’autres, s’inscrivant plus           récemment dans le courant Early Algebra (Kieran           et al. 2016; Radford, 2014), considèrent que la           transition doit être négociée dès l’école primaire.

 2.1 Travaux privilégiant une rupture entre arithmétique et algèbre [image: Retour au plan de l'article]
5 
Certains travaux prônent une discontinuité entre l’arithmétique et l’algèbre           (Grugeon, 1997). Vergnaud (1988) parle de double rupture épistémologique entre           l’arithmétique et l’algèbre:
D'une part, l'introduction d'un détour formel dans le traitement des problèmes             habituellement traités intuitivement, d'autre part, l'introduction d'objets             mathématiques nouveaux comme ceux d'équation et d'inconnue, de fonction et de variable             […].
p. 189


6 
La première rupture concerne le raisonnement pour résoudre les problèmes.           Contrairement au raisonnement arithmétique, qui part du connu pour calculer les inconnues           en lien avec le contexte, le raisonnement algébrique consiste à représenter les relations           entre les données et les nombres non connus du problème et à utiliser un traitement formel           pour le résoudre.

7 
La seconde rupture concerne l’évolution du statut des objets. En arithmétique, le           signe d’égalité est majoritairement utilisé comme annonce de résultat pour effectuer les           calculs (souvent de gauche à droite), alors que le traitement des expressions algébriques           repose sur le statut d’équivalence de l’égalité. De plus, contrairement aux habitudes de           calcul en arithmétique sur les expressions numériques, une expression algébrique peut           conserver un signe opératoire après réduction des calculs, x+1 par exemple. Cette rupture avec les pratiques arithmétiques, qui peut           constituer un obstacle durable chez les élèves, est identifiée par de nombreux chercheurs           comme le dilemme process-product (Davis, 1975           dans Kieran, 1992) ou l’acceptance of lack of           closure (Collis, 1974 dans Kieran, 1992).

8 
Il en va de même pour les équations. Filloy et Rojano (1989) évoquent une coupure           entre l’arithmétique et l’algèbre dans la résolution d’équations. Alors que la résolution           d’équation du type ax+b=c peut se faire en utilisant des raisonnements arithmétiques qui           consistent à inverser les opérations, et donc à raisonner uniquement à partir de quantités           connues, la résolution d’équations du type ax+b=cx+d, pour des valeurs des coefficients           conduisant à une solution rationnelle non décimale, repose sur un raisonnement algébrique.           Un tel raisonnement nécessite d’opérer sur l’inconnue et s’appuie sur les propriétés de           conservation de l’égalité. Vergnaud (1988) souligne que trop souvent les enseignants           considèrent que l’algèbre commence avec l’introduction des équations, des fonctions et la           manipulation des expressions littérales, alors que dès l’école primaire certaines           activités relèvent de l’algèbre:
Pourtant, certains modes de représentation et d’écriture comme les égalités à             trous, utilisées dès les premières classes de l’école élémentaire, ressemblent             étrangement à l’algèbre. Et si l’on considère comme étant de nature algébrique, la tâche             qui consiste à mettre un problème en représentation, c’est-à-dire à extraire d’un             problème ou d’une situation les relations pertinentes, à en fournir un modèle             symbolique, puis à traiter les relations ainsi représentées à l’aide d’une syntaxe             propre au système symbolique choisi, alors l’algèbre commence, on peut commencer, dès             l’école l’élémentaire.
p. 189


9 
Pour Kieran (1992), étant donné que l’algèbre reprend des symboles comme les lettres           ou le symbole d’égalité déjà utilisés en arithmétique, mais avec des significations           différentes, la transition marque une fausse continuité. L’utilisation de nouveaux objets           et le développement du raisonnement algébrique pour résoudre des problèmes marquent une           discontinuité entre l’arithmétique et l’algèbre.

 2.2 Le courant Early Algebra et le         développement de la pensée algébrique  [image: Retour au plan de l'article]
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Le courant Early Algebra est né dans les           années 2000 avec une volonté de rendre accessible à de jeunes élèves (6 à 12 ans) certains           aspects de l’activité algébrique pour développer ce que les chercheurs de ce courant           désignent sous le nom de «pensée algébrique». Radford (2014) définit la pensée algébrique           en situation de résolution de problèmes à partir de trois caractéristiques, résumées ainsi           par Kieran et al. (2016):
(a) indeterminacy: unknown numbers are involved in             the given problem, (b) denotation: the indeterminate numbers are named or symbolized in             various ways such as with gestures, words, alphanumeric signs, or some combination of             these, and (c) analyticity: the indeterminate quantities are treated as if they were             known numbers.
p. 5
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L’analycité repose sur la déduction des résultats à partir de propriétés et s’oppose           aux raisonnements arithmétiques décrits par Radford comme des raisonnements de type           tâtonnement ou essai/erreur: «trial-and-error methods fail           to satisfy the condition of analyticity» (Radford, 2014, p. 260). Radford           propose des situations de généralisation basées sur des motifs (patterns) pour montrer qu’une pensée algébrique peut           émerger chez des élèves jeunes. Dans ces situations, les élèves mettent en oeuvre un           raisonnement analytique et expriment le nombre d’éléments à une étape de la séquence en           fonction du numéro de cette étape.
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Dans leur synthèse des travaux relevant de l’Early           Algebra, Kieran et al. (2016)           distinguent quatre thèmes principaux pour ce nouveau domaine: (1) la généralisation liée           aux activités de motifs (patterns) numériques et           géométriques, (2) la généralisation liée aux propriétés des opérations et aux structures           numériques, (3) la représentation des relations entre les quantités et (4) l’introduction           de la notation alphanumérique. Nous revenons ici sur les trois premiers thèmes.
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Radford montre que dans des situations de généralisation et sous certaines           conditions d’enseignement de jeunes élèves (dès le grade 2) peuvent rentrer dans une           pensée algébrique sans aucun symbolisme alphanumérique. Les gestes associés à des           verbalisations jouent un rôle primordial dans l’accompagnement des élèves pour développer           l’analycité. En ce qui concerne notre problématique, repérer la présence ou non de           raisonnement analytique en résolution de problèmes (généralisation) est un indicateur           pertinent pour évaluer la disposition des élèves à entrer dans l’algèbre.
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Dans le contexte arithmétique, dans la résolution de problèmes, mais aussi dans des           calculs, les élèves peuvent développer le statut d’équivalence du signe d’égalité           (Carpenter et al., 2003; Fujii, 2003) et           généraliser des propriétés des opérations, notamment celle de distributivité. Cela permet           aux élèves de considérer une opération non pas uniquement comme un processus, mais aussi           comme un objet mathématique (Kieran et al.,           2016). Nous pointons aussi le rôle joué par les propriétés des opérations lors de           réécritures impliquées dans du calcul réfléchi (Butlen et Pézard, 2007). Le calcul           réfléchi vise à transformer certains calculs en calculs plus économiques et efficaces par           le biais d’une réécriture d’expressions numériques, à l’aide de propriétés des nombres et           des opérations, comme 11×8=10×8+8 (distributivité de la multiplication par rapport à           l’addition).

15 
De plus, pour Kieran et al. (2016),           l’enseignement de l’algèbre est basé sur la capacité à représenter des relations entre           quantités. Nous ajoutons que le fait d’exprimer des relations entre quantités repose sur           des conversions entre registres de représentation sémiotique (Duval, 1993) qui peuvent           être travaillées dès l’école primaire à l’occasion de la résolution de problèmes,           notamment dans des cas de non-congruence sémantique (Ibid.).

16 
Ainsi, les recherches portant sur la transition entre l’arithmétique et l’algèbre           convergent vers l’idée qu’il y aurait des potentialités à travailler des objets           mathématiques à la frontière entre l’arithmétique et l’algèbre dès l’école primaire, avec           l’hypothèse que cela faciliterait l’entrée dans l’algèbre.

 3. Des critères pour analyser l’activité arithmétique avant l’entrée dans         l’algèbre [image: Retour au plan de l'article]
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Nous présentons le cadre d’analyse proposé par Grugeon (1997) pour repérer les           connaissances et les raisonnements mobilisés par des élèves lors de la résolution d’une           tâche de généralisation et de preuve donnée à l’entrée en 3e et de           début de lycée. L’enjeu est de transposer cette approche afin de définir des critères pour           analyser l’activité arithmétique avant l’entrée dans l’algèbre en résolution de problèmes.           Nous nous appuyons sur une synthèse de travaux de didactique portant sur l’entrée dans           l’algèbre.

 3.1 Un exemple d’analyse de réponses pour dégager des critères [image: Retour au plan de l'article]
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Prenons le problème de généralisation et de preuve suivant, dit du           «prestidigitateur» (Grugeon, 1997):
«Tu penses un nombre, tu ajoutes 8, tu multiplies par 3, tu retranches 4, tu             ajoutes ton nombre, tu divises par 4, tu ajoutes 2, tu soustrais ton nombre: tu as             trouvé 7. L'affirmation est-elle vraie? Justifiez votre réponse» 
p. 184


19 
Ce programme de calcul donne toujours le nombre 7, pour tout nombre initial, ce           qu’il faut prouver.

20 
Ce problème a été posé à des lycéens de filière technologique générale provenant           d’un enseignement professionnel. Leur rapport personnel à l’algèbre (Chevallard, 1999) est           issu d’un apprentissage dans plusieurs institutions faisant vivre des rapports           institutionnels à l’algèbre différents de celui attendu en lycée technologique et qui,           pour certains, laissent vivre des raisonnements arithmétiques en dehors de leur domaine de           validité.
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À partir d’une analyse a priori (Artigue,           1990), Grugeon (1997) catégorise les réponses d’élèves envisageables (présentées dans les           tableaux 1 et 2) et, notamment, les raisonnements non idoines compte tenu de l’activité           mathématique attendue à ce niveau scolaire. Nous organisons l’analyse a priori à partir de trois entrées: le raisonnement pour           réaliser une preuve, le type d’écriture utilisé pour représenter le programme de calcul et           les statuts des objets mobilisés et des traitements réalisés.

[image: Expressions numériques lors de la résolution][image: Expressions numériques lors de la résolution] Tableau 1 Expressions numériques lors de la résolution

 [Voir la liste des
            tableaux] 
[image: Expressions symboliques lors de la résolution][image: Expressions symboliques lors de la résolution] Tableau 2 Expressions symboliques lors de la résolution

 [Voir la liste des
            tableaux] 
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Le raisonnement attendu à ce niveau scolaire au problème du prestidigitateur est un           raisonnement algébrique (réponses 7 et 8 du tableau 2) s’appuyant sur la production d’une           expression générale du programme de calcul ((x+8)×3-4+x)/4+2–x, puis sur la transformation de l’expression produite pour           prouver que ce programme est égal à 7 pour tout nombre. D’autres raisonnements erronés           sont envisageables: un raisonnement arithmétique à partir d’un ou de plusieurs exemples           numériques (réponses 1 à 4) ou un raisonnement analytique (réponses 4, 5 et 6). En effet,           l’élève de la réponse 4 propose un raisonnement analytique, car il considère 5 comme un           nombre ayant un caractère générique (Balacheff, 1982) et formule que «multiplier un nombre           par 3 et ajouter ce nombre, le tout à diviser par 4 correspond à ce nombre. Quand on           soustrait ce nombre, il reste 0. Le calcul correspond donc à (8×3-4)/4+2, soit 7». Les           réponses 5 et 6 proposent un raisonnement analytique à partir de plusieurs lettres pour           désigner des nombres non connus, résultats intermédiaires du programme de calcul.
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L’écriture attendue pour le résultat du programme de calcul est l’expression           algébrique globale parenthésée ((x+8)×3-4+x)/4+2–x prenant en compte les priorités opératoires (réponse 8).           Dans cette expression, x est une variable représentant n’importe quel nombre. La           transformation de l’expression en appui sur la propriété de distributivité met en jeu           l’égalité comme relation d’équivalence. Cependant, d’autres écritures, présentées plus           loin, sont possibles (réponses 1 à 7). Ces écritures dépendent du rapport personnel           construit à l’objet «programme de calcul» dans les institutions scolaires et de la           conceptualisation des objets mathématiques rencontrés: ici, un programme de calcul en lien           avec les expressions numérique ou algébrique, les statuts des lettres et du signe           d’égalité. En particulier, les expressions peuvent indiquer les résultats des étapes d’un           calcul pas-à-pas séparé ou non. Les chercheurs (Chevallard, 1990; Ruiz-Munzon et al., 2012; Douek et Morselli, 2012) attribuent au           programme de calcul un rôle central pour donner des raisons d’être aux expressions au           cours d’un enseignement préalgébrique ou algébrique.
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Les réponses 1 et 2 s’appuient sur des suites de calculs numériques pas à pas,           séparés (réponse 2) ou non (réponse 1), pour trouver le résultat du programme de calcul à           partir d’une conception procédurale des expressions numériques qui favorise le signe           d’égalité comme annonce de résultat ou comme «étiquette» pour indiquer le résultat et une           nouvelle étape du calcul (cf. section 3.3). Il en est de même pour les réponses 5 et           6.
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La réponse 3 relève d’une expression numérique non parenthésée et la réponse 4 d’une           expression numérique parenthésée. La réponse 5 utilise plusieurs lettres pour désigner les           résultats intermédiaires du programme de calcul dans une écriture pas-à-pas enchaînée           incorrecte vis-à-vis de l’égalité. La réponse 6 représente les résultats intermédiaires           dans une écriture pas-à-pas séparée, l’égalité indiquant une annonce de résultat, mais les           transformations mises en oeuvre mettent en évidence le dilemme processus/résultat. La           réponse 8 s’appuie sur des expressions algébriques indiquant les résultats des étapes           intermédiaires et mobilisant le signe d’égalité comme annonce de résultat.
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Ce type d’analyse donne accès à des informations sur les expressions produites,           algébriques comme numériques, et sur la nature du raisonnement, algébrique, analytique ou           arithmétique. Nous présentons maintenant les critères utilisés dans cet article et leurs           valeurs possibles que nous retenons comme indicateurs pour analyser le rapport de l’élève           à l’arithmétique avant l’entrée dans l’algèbre.

 3.2 Statut du signe d’égalité [image: Retour au plan de l'article]
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Le signe d'égalité a un double statut. Il peut désigner soit l'annonce d'un           résultat, soit une relation d'équivalence. En arithmétique, le signe d'égalité est utilisé           de façon dominante comme signe d'annonce de résultat (4+3=7). Dans des tâches spécifiques           de calcul réfléchi, le signe d’égalité intervient comme relation d’équivalence avec la           réécriture d’expressions numériques ayant la même valeur, en appui sur les propriétés des           opérations et de la numération (47+14=47+3+11=50+11=61; 238=20×8+3×8           (distributivité)).
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L’égalité peut aussi indiquer les étapes d’un programme de calcul et peut conduire à           des écritures incorrectes. Par exemple, l’écriture 50-24=26+12=38 ne respecte pas la           symétrie et la transitivité de l'égalité. Un manque de travail sur l’égalité comme           relation d’équivalence peut être un obstacle à l’entrée dans l’algèbre, voire être un           vecteur d’inégalités scolaires si l’institution le laisse implicite et à la charge des           élèves (Castela, 2008; Rochex et Crinon, 2011). Le statut de l’égalité mobilisé par           l’élève est un critère pertinent pour évaluer les potentialités d’arrimage de           l’arithmétique à l’algèbre.

 3.3 Dénotation des expressions et réécriture à partir des propriétés des         opérations [image: Retour au plan de l'article]
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La notion de dénotation d’une expression algébrique a été définie par           Drouhard (1992) en référence à la distinction établie par Frege (1971) entre sens           (Sinn) et dénotation (Bedeutung). Par exemple, les expressions numériques 47+14,           47+3+11, 50+11 mettent en jeu des signes différents, mais réfèrent à un même nombre (61),           leur dénotation. En revanche, les expressions n'ont pas le même sens puisqu'elles ne           relèvent pas du même point de vue et vont donner lieu à des stratégies efficaces de calcul           et la mobilisation de propriétés opératoires. Le calcul réfléchi ou le calcul algébrique           repose sur la transformation d'expressions à dénotation fixe. Leur réécriture s’appuie sur           le sens des expressions et sur les propriétés des opérations et des nombres. Le statut du           signe d'égalité est nécessairement une relation d'équivalence. La réécriture des           expressions s’appuie sur les propriétés des nombres et des opérations (commutativité,           associativité et distributivité de la multiplication par rapport à l’addition et à la           soustraction). Constantin (2017) montre que la distributivité, utilisée implicitement en           primaire, est un savoir qui unifie des connaissances numériques et algébriques. Il n’est           pas suffisamment pris en charge au moment de l’introduction formelle de l’algèbre au           collège alors qu’il joue un rôle essentiel dans la transition entre l’arithmétique et           l’algèbre.
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La capacité à raisonner en passant d’une écriture à une autre tout en s’assurant de           conserver leur dénotation peut être travaillée dès l’école primaire. La prise en compte de           la dénotation des expressions numériques lors de leur transformation dans un calcul étant           un critère pour l’entrée dans l’algèbre.

 3.4 Caractères procédural et structural d’une expression [image: Retour au plan de l'article]
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Dans la section 3.2, le caractère structural d’un concept apparaît comme un élément           clé pour développer l’usage des propriétés des opérations lors de leur réécriture.           Rappelons que Sfard (1991) propose un modèle de développement conceptuel aboutissant à une           réification des expressions symboliques. Ce modèle s'appuie sur une distinction entre les           caractères structural et procédural des concepts mathématiques. Sfard (1991) distingue           concepts et conceptions, les conceptions étant définies comme des représentations ou des           associations évoquant des notions mathématiques abstraites. Les notions mathématiques           abstraites peuvent être conçues de deux façons différentes: comme des processus           (procédural) ou comme des objets (structural), ces deux caractères cohabitant lors de           l’activité mathématique. Par exemple, en ce qui concerne le calcul de l’expression           numérique 2×4+5, deux représentations du calcul sont envisageables, l’une qui privilégie           le caractère structural de l’expression 2×4+5=8+5=13 appuyé sur les priorités opératoires,           l’autre le caractère procédural 2×4=8; 8+5=13. Selon Sfard (1991), dans l’apprentissage           d’un concept, l’élève mobilise souvent en premier son caractère procédural avant son           caractère structural. La prise en compte par les élèves du caractère procédural ou           structural est un critère pertinent pour étudier l’appréhension des expressions numériques           par les élèves dans des contextes variés de calcul ou de production d’expressions pour           représenter un problème.
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En conclusion, les critères suivants permettent d’analyser l’activité arithmétique           avant l’entrée dans l’algèbre: statut du signe d’égalité, prise en compte de la dénotation           des expressions numériques en lien avec les propriétés des opérations, caractère d’une           expression numérique. Le statut du raisonnement, notamment analytique, développé dans la           section 2. est un autre critère que nous prenons en compte. L’usage de l’égalité comme           relation d’équivalence et de la lettre comme variable, la transformation d’expressions           numériques à dénotation fixe, la flexibilité entre les caractères structural et procédural           d’une expression numérique, l’usage des propriétés des opérations et en particulier de la           distributivité et l’usage d’un raisonnement analytique sont autant d’indicateurs d’une           entrée adaptée dans l’algèbre. Ils fondent le bloc théorique des praxéologies qui           caractérisent un rapport idoine à l’arithmétique favorable à l’entrée dans           l’algèbre.

 4. Quelles praxéologies pour analyser l’activité mathématique des élèves avant         l’entrée dans l’algèbre? [image: Retour au plan de l'article]
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Nous présentons maintenant comment nous avons sélectionné des types de tâches pour           concevoir une évaluation diagnostique visant à repérer les connaissances et les           raisonnements d’élèves en 5e n’ayant pas entamé l’apprentissage du           calcul littéral.

 4.1 Un cadre de référence pour une évaluation diagnostique au service des         apprentissages des élèves [image: Retour au plan de l'article]
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Nous nous situons dans le cadre de la théorie anthropologique du didactique           (Chevallard, 1999). Nous prenons en compte le développement des connaissances construites           par les élèves dans une institution donnée (ici la classe de 5e en           France) au regard de ce qui leur a été enseigné depuis l’école primaire et en début de           collège, c’est-à-dire relativement aux praxéologies mathématiques (Chevallard, 1999)           impliquées dans la résolution des problèmes proposés dans l’institution [2]. Une praxéologie mathématique met en jeu conjointement un bloc           praxique et un bloc théorique. Au niveau des praxéologies ponctuelles, le bloc praxique           est constitué d’un type de tâches et d’une technique qui permet de réaliser ce type de           tâches; le bloc théorique est constitué d’un discours technologique qui décrit, explique,           justifie la technique, lui-même soutenu par une théorie plus ou moins développée et           explicite. Les praxéologies ponctuelles s’organisent en praxéologies locales puis           globales.
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Nous étudions les praxéologies mises en oeuvre par les élèves lors de la résolution           de tâches au regard des critères présentés dans la section 3.3. Nous proposons une           évaluation pour situer l’activité arithmétique des élèves lors de la résolution de types           de tâches travaillés à l’entrée en 5e.

 4.2 Types de tâches, technologie et théorie idoines pour étudier l’arrimage de         l’arithmétique à l’algèbre [image: Retour au plan de l'article]
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Préalablement, nous avons rappelé les types de tâches spécifiques de l’algèbre dans           des contextes variés comme ceux de généralisation, de modélisation ou de preuve.           Chevallard (1985, 1989, 1990) a étudié des difficultés liées à la transition           arithmétique/algèbre dans l’enseignement d’un point de vue historique et épistémologique.           Pour lui, la modélisation dans les cadres numérique et fonctionnel est spécifique à           l’activité algébrique à tous les niveaux scolaires, dans différents contextes intra et           extramathématiques et en rupture avec l’arithmétique. Chevallard met aussi en évidence           l’importance de l’étude de l’ensemble des nombres comme un support pour définir des           situations amenant les élèves à conjecturer des propriétés arithmétiques, à les           généraliser, puis à les prouver en dégageant un nouvel outil, l’algèbre. D’autres           recherches (Bednarz et al., 1996; Douek et           Morselli, 2012; Radford, 2014) ont montré les potentialités des situations de           généralisation, souvent sous la forme de motifs (patterns), pour favoriser l’entrée dans l’algèbre.
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À partir des critères précédemment définis, nous listons un ensemble de types de           tâches du domaine arithmétique pour repérer le développement de connaissances et de           raisonnements qui peuvent faciliter l’entrée dans l’algèbre:
	 Généraliser un motif (pattern):               l’enjeu est d’évaluer si les élèves s’engagent dans un raisonnement analytique ou non               et de repérer quels types de symbolisation (alphanumérique ou non) ils utilisent pour               représenter les relations entre nombres connus et indéterminés. 

	Résoudre des problèmes arithmétiques dans le domaine numérique ou dans celui des               grandeurs: l’enjeu est d’étudier les expressions numériques produites pour représenter               le problème, le caractère privilégié (procédural et/ou structural) des expressions et               le statut du signe d’égalité mis en jeu, en lien avec la prise en compte de la               dénotation des expressions numériques.

	Effectuer un calcul réfléchi: l’enjeu est aussi de repérer le statut du signe               d’égalité mis en jeu, en lien avec la prise en compte de la dénotation des               expressions, le caractère procédural ou structural des expressions privilégié lors de               leur réécriture, la prise en compte des propriétés des opérations et des nombres, en               particulier de la distributivité de la multiplication par rapport à               l’addition.

	Calculer une expression numérique mettant en jeu les priorités opératoires et la               distributivité.

	Associer des expressions numériques de structures différentes.
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Un rapport idoine à l’arithmétique favorable à l’entrée dans l’algèbre est           caractérisé par les praxéologies généraliser, résoudre et calculer, qui reposent sur le           bloc théorique défini dans la section 3.

 4.3 Des indicateurs pour évaluer des productions d’élèves [image: Retour au plan de l'article]
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Nous analysons ici les techniques mises en jeu par les élèves pour résoudre chaque           tâche à partir de leur analyse a priori. Nous           présentons pour chaque critère les indicateurs utilisés pour décrire les éléments           technologico-théoriques soutenant les techniques:
	Nature des signes: lettre, mot, dessin, nombre;

	statut de l’égalité: statut d’équivalence/annonce de               résultat/étiquette;

	dénotation des expressions numériques: prise en compte ou non;

	caractère d’un concept: procédural et/ou structural;

	raisonnement: arithmétique/analytique (dans la résolution de problèmes de               généralisation).
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Nous opérationnalisons ensuite cette méthodologie pour une évaluation en classe de           5e.

 5. Des évaluations avant l’entrée dans l’algèbre en début de 5e [image: Retour au plan de l'article]
 5.1 Les évaluations dans les programmes et dans les manuels [image: Retour au plan de l'article]
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Les programmes et les manuels donnent très peu d’outils aux enseignants pour évaluer           les connaissances de leurs élèves avant l’entrée dans un nouveau thème et en particulier           pour l’algèbre. En effet, parmi ceux analysés, seul le manuel de l’édition Triangle chez           Hatier (2006) propose de «Faire le point» avant le chapitre sur le calcul littéral           (figure 1).

[image: «Je fais le point sur mes connaissances» du manuel Triangle (5e éd.), Hatier 2006, p. 113] Figure 1 «Je fais le point sur mes connaissances» du manuel Triangle             (5e éd.), Hatier 2006, p. 113

 [Voir la liste des
            figures] 
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Plusieurs types de tâches listés dans la section 4.2 sont convoqués dans cet extrait           de manuel. L’exercice 1, qui relève du type de tâches «calculer une expression numérique           en ligne», permet de déterminer si l’élève prend en compte la structure de l’expression           numérique et s’il s’appuie sur les propriétés des opérations pour savoir dans quel ordre           effectuer le calcul. L’exercice 2 permet aussi de savoir si les élèves interprètent           correctement la structure des expressions numériques. L’exercice 3.a permet de déterminer           si les élèves savent exprimer la longueur d’un segment représentée par une figure codée en           une expression numérique. Enfin, l’exercice 3.b peut donner des informations riches sur           les types d’écritures utilisés par les élèves (cf. section 3.1) et donc sur leur capacité à mobiliser le caractère structural           des expressions.
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Cette évaluation présente donc des potentialités pour repérer si les élèves           privilégient un des deux caractères procédural ou structural des expressions numériques et           quels types d’écritures numériques ils utilisent. Cependant, elle ne permet pas de repérer           si les élèves s’engagent dans des raisonnements analytiques. De plus, nous nous           interrogeons sur l’utilisation en classe qui peut en être faite par les enseignants si les           critères d’analyse ne leur sont pas explicités. Cette évaluation a-t-elle une fonction           formative ou bien est-elle exploitée uniquement quantitativement, en termes de réponse           correcte ou incorrecte?

 5.2 Analyse a priori d’une évaluation à         l’entrée en 5e [image: Retour au plan de l'article]
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Nous avons conçu cette évaluation avec des enseignants de collège dans le cadre du           LéA Pecanumeli sur les pratiques d’évaluation des enseignants en calcul algébrique et           littéral. Les enseignants ont fait des propositions de tâches que nous avons négociées           avec eux. L’ensemble des tâches retenues devait faire partie des types de tâches           spécifiées dans la section 4.2, mais aussi répondre aux contraintes des enseignants,           notamment le temps de passation et l’insertion de l’évaluation dans leurs séquences           d’enseignement.

 5.2.1 Les tâches [image: Retour au plan de l'article]
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Les tâches diagnostiques retenues sont présentées en figure 2. Il est prévu de faire           passer le test une fois les priorités opératoires travaillées en début de           5e, et avant l’introduction des expressions algébriques.

[image: Les tâches retenues] Figure 2 Les tâches retenues

 [Voir la liste des
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Les tâches retenues suite à la négociation avec les enseignants recouvrent en partie           les types de tâches (tableau 3) définis pour étudier l’arrimage entre l’arithmétique et           l’algèbre. Ils n’ont pas choisi de tâches de calcul parce qu’elles avaient été travaillées           par ailleurs. La tâche de généralisation (exercice 1) a fait l’objet d’une discussion           spécifique avec les enseignants. En effet, en France, les élèves ne rencontrent jamais de           telles tâches et les enseignants craignaient que leurs élèves ne produisent rien. Après           avoir discuté avec eux des critères d’analyse, nous avons insisté sur le rôle de cette           évaluation: repérer si ce que produisent les élèves peut favoriser ou non l’entrée dans           l’algèbre et non évaluer des supposés acquis.

[image: Les types de tâches présents dans l’évaluation diagnostique] Tableau 3 Les types de tâches présents dans l’évaluation diagnostique

 [Voir la liste des
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 5.2.2 Analyse a priori de la première tâche  [image: Retour au plan de l'article]
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L’analyse a priori de la tâche 1 vise à           étudier la nature des techniques mobilisées par les élèves et la nature des écritures           produites pour déterminer si les élèves généralisent analytiquement ou non et si dans           leurs écritures ils mobilisent les caractères procédural et/ou structural. Cette tâche           relève d’un problème de généralisation dont le modèle mathématique est une suite           arithmétique. Elle consiste à déterminer le nombre d’éléments d’un motif à une étape           donnée. L’élève doit repérer la structure du motif à partir des trois premières           itérations. Soulignons le choix de l’initialisation du motif. Il conduit à une formulation           complexe puisque le terme général de rang n s’exprime en fonction de n-1, ce qui peut           s’avérer être une difficulté pour les élèves.
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Plusieurs techniques sont possibles, elles sont présentées dans le tableau 4. Nous           les hiérarchisons par rapport aux éléments technologico-théoriques qu’elles mobilisent, du           comptage à l’algébrique.

[image: Techniques et illustrations par des productions d’élèves pour la tâche 1] Tableau 4 Techniques et illustrations par des productions d’élèves pour la tâche 1
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La technique 1 repose sur du comptage et ne met en jeu ni un raisonnement           arithmétique ni un raisonnement algébrique. D’après Radford (2014), seules les techniques           3 et 4 relèvent de l’analycité. La technique 2 consiste à repérer l’itération «+3» et met           en jeu une généralisation arithmétique, mais non algébrique, car aucun raisonnement           analytique n’est impliqué (Radford, 2014). En effet, elle ne permet pas d’exprimer une           généralité sur le nombre de points à une étape donnée en fonction de cette étape. Nous           indiquons dans le tableau plusieurs représentations possibles dans des registres           différents. 
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La généralisation ayant peu, voire pas été rencontrée préalablement à la           5e et n’étant pas demandée ici, nous nous attendions à trouver           principalement les techniques 1 et 2. 

 5.3 Analyse a posteriori de l’évaluation à         l’entrée en 5e [image: Retour au plan de l'article]
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Au total, 129 élèves de 5e provenant de cinq classes d’un même           établissement en Seine Saint-Denis ont passé l’évaluation en septembre 2011. Pour chaque           réponse, nous analysons la validité, la technique utilisée et les éléments           technologico-théoriques mis en oeuvre.

 5.3.1 Analyse a posteriori de tâche 1:         Généraliser un motif  [image: Retour au plan de l'article]
[image: Techniques utilisées par les élèves de la tâche 1.a] Figure 3 Techniques utilisées par les élèves de la tâche 1.a
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[image: Techniques utilisées par les élèves de la tâche 1.b] Figure 4 Techniques utilisées par les élèves de la tâche 1.b
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73 % des élèves à la question 1.a et 67 % à la question 1.b, (cf. figures 3 et 4) donnent une réponse non justifiée qui           conduit dans au moins la moitié des cas à une réponse correcte. Aussi, les productions des           élèves donnent peu d’information sur les techniques qu’ils utilisent. Six élèves           représentent les collections pour dénombrer le nombre d’éléments. Quelques élèves (10 % à           la tâche 1.a et 8 % à la tâche 1.b) justifient leur réponse en exprimant l’itération «+ 3»           d’une étape à une autre par un schéma, en utilisant les nombres en jeu ou en langage           naturel. Même si, comme souligné précédemment, ces élèves ne sont pas dans un raisonnement           analytique, dans certaines productions, dont un exemple est présenté en figure 5, nous           pouvons faire l’hypothèse qu’ils utilisent les nombres en jeu pour exprimer l’itération           avec une certaine généricité, qui pourra être un levier pour les amener à           l’algèbre.

[image: Une généralisation émergente?] Figure 5 Une généralisation émergente?
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Comme attendu, aucune production ne propose de généralisation algébrique du           processus, même en langage naturel. 
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Une technique est apparue à la question 1.b pour près de 18% des élèves (cf. figure           6): elle utilise un raisonnement erroné de proportionnalité que nous n’avions pas           anticipé. Ayant repéré le facteur multiplicatif 2 entre les étapes 5 (question 1.a) et 10           (question 1.b), les élèves ont multiplié le nombre de points de l’étape 5 par 2 pour           trouver celui de l’étape 10. 

[image: Un exemple de raisonnement erroné de proportionnalité] Figure 6 Un exemple de raisonnement erroné de proportionnalité
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Le pourcentage de non-réponse, qui varie entre 9 % et 20 % sur l’ensemble des tâches           de l’évaluation, est difficilement interprétable. Le contexte inhabituel d’une évaluation           diagnostique pour les élèves comme pour les enseignants l’a peut-être favorisé.

 5.3.2 Analyse a posteriori de la tâche 2:         Écrire une formule pour calculer le périmètre d’un carré [image: Retour au plan de l'article]
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Plusieurs formulations sont envisageables pour calculer le périmètre d’un carré: une           expression ou une formule, avec des nombres, avec des mots ou des lettres, prenant en           compte la mesure ou non.

[image: Les différentes réponses des élèves à la tâche 2] Figure 7 Les différentes réponses des élèves à la tâche 2
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54 % des élèves mobilisent des lettres ou des mots pour exprimer une relation entre           deux grandeurs (cf. figure 7). Parmi eux, 69 % redonnent une expression ou une formule du           périmètre du carré faisant usage des lettres, dont la moitié est correcte. 31 % redonnent           une expression ou formule, mais en utilisant des mots. 19 % utilisent un exemple           numérique. Finalement, 6 % ne comprennent pas l’énoncé et 20 % ne répondent pas.
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La moitié des élèves fournit donc une réponse ayant un caractère général pour           représenter des relations correctes vis-à-vis de la grandeur recherchée. C’est un point           d’appui pour l’entrée dans l’algèbre. Les productions informent également de la prégnance           du signe d’égalité comme annonce du résultat. Certains élèves (figure 8) mettent un signe           d’égalité après l’expression, comme dans l’attente d’un calcul (cm de côté x 4=…)

[image: Quelques productions d’élèves à la tâche 2] Figure 8 Quelques productions d’élèves à la tâche 2
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 5.3.3 Analyse a posteriori de la tâche 3:         Calculer le périmètre d’une figure donnée  [image: Retour au plan de l'article]
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L’analyse des solutions s’appuie sur l’interprétation de la figure (correcte ou non)           et de la grandeur en jeu et sur le type d’écriture utilisé dans le calcul du périmètre           (posé en colonne), exprimant le processus de calcul (calcul pas à pas) ou le résultat           (calcul en ligne).

[image: Écritures utilisées par les élèves dans la tâche 3] Figure 9 Écritures utilisées par les élèves dans la tâche 3
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[image: Utilisation ou non de la multiplication comme addition itérée] Figure 10 Utilisation ou non de la multiplication comme addition itérée
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[image: Quelques exemples de productions d’élèves sur la tâche 3] Figure 11 Quelques exemples de productions d’élèves sur la tâche 3
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Les productions (cf. figures 9 et 11)           montrent une forte diversité des écritures utilisées par les élèves: 6 % des élèves           écrivent leurs calculs en colonne, 22 % écrivent leurs calculs pas à pas, 3 % les écrivent           en pas-à-pas non séparé et 16 % des élèves qui écrivent un calcul en ligne utilisent           l’addition itérée et non la multiplication (cf.           figure 10). Ces productions donnent à voir certaines habitudes d’écriture des calculs           héritées de l’école primaire. Mais ces habitudes présentent des limites. Elles ne           permettent pas de rendre compte de l’ensemble des calculs avec une même expression et, par           conséquent, elles privilégient l’aspect procédural des expressions numériques. Les élèves           qui écrivent des calculs non séparés favorisent majoritairement le statut d’annonce du           résultat du signe d’égalité et ne cherchent pas à conserver la dénotation des expressions,           ce qui pourra être un frein lorsqu’ils seront confrontés à des transformations           d’expressions algébriques ou d’équations. De plus, nous soulignons que 45 % des réponses           sont erronées, souvent en raison de la présence de nombres décimaux.
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L’évaluation diagnostique a donc permis de décrire des aspects du rapport personnel           à l’arithmétique construit en début de collège qui peuvent s’ériger en obstacle pour           l’entrée dans l’algèbre. À travers les analyses menées, il ressort que les principaux           indicateurs favorisant l’entrée dans l’algèbre sont peu présents et doivent être           travaillés avec les élèves.

 6. Discussion et conclusion [image: Retour au plan de l'article]
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Dans le cadre de cet article, nous avons défini des critères pour analyser           l’activité arithmétique avant l’entrée dans l’algèbre (cf. section3). En nous plaçant dans le cadre de la théorie anthropologique du           didactique, nous avons listé des types de tâches nécessaires pour travailler ces           différents critères. Cette étude reste exploratoire et pourra conduire à établir une           praxéologie épistémologique de référence (Bosch et Gascon, 2005) relativement aux savoirs           numérico-algébriques (Constantin, 2017). Une telle praxéologie de référence serait un           point d’appui pour analyser la complétude des programmes et dégager des praxéologies           implicites ou peu travaillées, mais nécessaires à l’entrée dans l’algèbre.
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L’évaluation proposée ne couvre qu’une partie des types de tâches définis dans la           section 4.2 et ne permet d’analyser que partiellement le rapport personnel à           l’arithmétique avant l’entrée dans l’algèbre. Il s’agissait d’une première version, qui a           néanmoins permis aux enseignants de l’équipe de prendre conscience de la nécessité           d’enrichir les aspects épistémologiques d’objets mathématiques que sont l’égalité, les           opérations, les expressions numériques, ainsi que des propriétés de ces objets, souvent           déjà rencontrées en arithmétique (cf. section 3)           comme la distributivité. Ces aspects épistémologiques sont des leviers pour construire des           stratégies d’enseignement adaptées aux besoins d’apprentissage des élèves (Cusi et Malara,           2012).
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Notre étude met en lumière la nécessité d’inscrire dans les manuels de primaire des           types de tâches actuellement peu présents, comme du calcul réfléchi pour produire et           interpréter des écritures équivalentes d’un même nombre, ou de la production d’expressions           numériques en résolution de problèmes, notamment de généralisation. 

65 
Dans la résolution de problèmes arithmétiques à plusieurs opérations mettant en jeu           des programmes de calcul (Ruiz-Munzón et al.,           2012), il est également possible d’encourager les élèves à produire des écritures en ligne           de leurs calculs et non uniquement des écritures pas à pas. L’usage du signe d’égalité et           des opérations en accord avec celui qui sera fait en algèbre, et du caractère structural           des expressions serait alors favorisé. De plus, produire une expression numérique en ligne           pour résoudre un problème arithmétique permet de modéliser la situation puisqu’elle donne           les relations entre les objets (Butlen et Pézard, 2000).
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[1] Pour plus d’informations, voir http://ife.ens-lyon.fr/lea/le-reseau/les-differents-lea/college-martin-du-gard.
[2] Les praxéologies sont définies à partir de l’étude des programmes, des documents           d’application et des principaux manuels utilisés dans les classes.
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Résumé
Cet article propose tout d’abord l’exploitation d’une activité de généralisation basée sur des motifs (patterns) figuratifs destinée à développer la pensée algébrique. L’activité a été organisée sur la base d’un modèle intégrant une structuration dans les processus de raisonnement basée sur le modèle de Dörfler (1991) en étroite interaction avec une structuration des symbolisations selon une chaîne de significations. Ensuite, cet article présente une analyse des raisonnements et des symbolisations des élèves de début du secondaire au cours de cette activité. Si les premiers résultats témoignent de la capacité des élèves à produire une grande diversité de moyens de généralisation, ils révèlent également certains obstacles rencontrés par les élèves dans le processus de généralisation ainsi que des difficultés à produire des formules utilisant le symbolisme algébrique.
Mots clés : généralisation, algèbre, symbolisation, chaînes de signification, invariant

Abstract
Developing algebraic thinking through a generalization activity based on figurative patternsThis article proposes the use of a generalization activity based on figurative patterns. The activity was inspired by a model that incorporates a structuring of reasoning processes based on the Dörfler model (1991), in close interaction with a structuring of symbolizations according to a chain of meaning. Next, the article examines the reasoning and symbols used by early secondary-school students during this activity. The initial results attest to the students’ ability to produce a wide variety of means of generalization, expressed formally or informally. They also uncover that some students significantly struggle with the use of algebraic symbols, even when familiar.
Keywords : generalization, algebra, symbolization, chains of meaning, invariant

Resumen
Desarrollar el pensamiento algebraico a través de una actividad de generalización basada en patrones figurativosEste artículo busca como primer objetivo proponer la explotación de una actividad de generalización basada en patrones figurativos. Esta actividad ha sido organizada sobre la base de un modelo que integra una estructuración en los procesos de razonamiento, basada en el modelo de Dörfler (1991), en estrecha relación con una estructuración de simbolizaciones basadas en una cadena de significados. En seguida, este artículo apunta a presentar un análisis de razonamientos y de simbolizaciones de alumnos de primer año de secundaria, durante el desarrollo de la actividad. Los primeros resultados dan muestras de la capacidad de los alumnos de producir una gran diversidad de medios de generalización, que se manifiestan de manera formal o informal. Ellos revelan también que ciertos alumnos tienen importantes dificultades en el uso de símbolos algebraicos bien conocidos.
Palabras clave : generalización, álgebra, simbolización, cadenas de significado, invariable
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 1. Introduction [image: Retour au plan de l'article]
1 
Actuellement, l’idée de réduire les apprentissages algébriques à l’application de techniques en utilisant un symbolisme formel a fait son temps. La recherche a démontré depuis longtemps les limites de cette perspective en mettant en évidence les lacunes des élèves en matière de conceptualisation et d’utilisation significative des symboles (Bednarz et Janvier, 1996; Booth, 1984; Kieran, 1992). Il existe depuis lors un consensus croissant pour soutenir l’idée du développement d’une pensée algébrique caractérisée par la présence d’une indéterminée et s’exprimant à l’aide de notations tant formelles qu’informelles (Carraher, Schliemann et Schwartz, 2007; Kaput, 2008; Radford, 2018). 

2 
Historiquement, la généralisation constitue le coeur même de l’algèbre et, pédagogiquement, elle joue un rôle important non seulement en algèbre, mais également en arithmétique (Mason, 1996). En effet, d’une part, les activités de généralisation constituent des opportunités intéressantes pour développer cette pensée algébrique dans la mesure où l’expression de la généralité requiert l’utilisation d’une indéterminée. D’autre part, à travers la comparaison de différents moyens de généralisation, ce type d’activité permet d’utiliser de manière significative les techniques algébriques au secondaire, mais également de travailler le sens de l’égalité et des opérations au primaire. 

3 
Par ailleurs, Demonty (2017) rappelle que sous l’impulsion des approches socioculturelles l’attention des chercheurs en algèbre se focalise désormais sur les facteurs sociaux considérés comme constitutifs de l’apprentissage. Ceux-ci accordent un intérêt important au rôle médiateur de la culture et des «signes» au sens de Vygotski envisagés comme outils de communication et de pensée, tels que le langage oral, écrit, les symboles formels et informels, les gestes, les schémas, etc. Les activités de symbolisation sont donc importantes pour le développement de la pensée algébrique et constituent un objet essentiel de nos analyses. 

4 
Dans ce contexte, le but général de cet article consiste à approfondir la réflexion autour de l’analyse d’une activité de généralisation particulière connue notamment sous le nom de «Carré bordé». Deux objectifs spécifiques sont poursuivis: 1) concevoir une exploitation didactique de cette activité selon une progression dans les processus de raisonnement et de symbolisation et 2) analyser les raisonnements et les symbolisations produits par des élèves. 

5 
Cet article est composé de quatre parties. La première discute des caractéristiques de la pensée algébrique et de la pertinence didactique d’activités de généralisation basées sur des motifs (patterns) figuratifs. La deuxième précise tout d’abord les types de raisonnements et de symbolisations généralement observés dans ces activités, puis propose un modèle de la progression du raisonnement et de la symbolisation dans le processus de généralisation (qui a servi de base à l’exploitation de l’activité). La troisième partie développe la séquence d’apprentissage et le contexte de sa mise en place dans les classes. Enfin, la dernière partie analyse les processus de généralisation et de symbolisation développés par les élèves au cours de l’activité.

 2. Pensée algébrique et activité de généralisation basée sur les motifs (patterns) figuratifs   [image: Retour au plan de l'article]
 2.1 À propos de la pensée algébrique [image: Retour au plan de l'article]
6 
Depuis de très nombreuses années, l’enseignement et l’apprentissage de l’algèbre représentent un des domaines les plus étudiés en éducation mathématique. Demonty (2017) rappelle que les recherches des années 70 et 80 (voir par exemple l’article synthèse de Kieran [1992]) centrées sur l’analyse des erreurs commises par les élèves du début du secondaire ont montré que ceux-ci éprouvaient d’importantes difficultés dans l’application des techniques et qu’ils n’avaient qu’une compréhension superficielle des procédures algébriques et des concepts de base tels que les lettres, les expressions algébriques ou encore l’égalité. À cette époque, l’algèbre ou le raisonnement algébrique était toutefois intimement lié à l’utilisation du symbolisme algébrique formel s’appuyant sur le code alphanumérique.

7 
Avec l’émergence des approches socioculturelles, les études menées en algèbre font, à partir de la fin des années 90, évoluer l’attention des chercheurs vers les facteurs sociaux et culturels. Dans ce contexte notamment, souligne Demonty (2017), émerge l’idée d’une pensée algébrique qui ne serait plus directement associée à l’utilisation du langage algébrique formel, mais médiatisée par tout type de «signes» (Vygotski, 1997), incluant le langage oral, les mots, les symboles mathématiques, les notations non conventionnelles ou encore les gestes.

8 
 Parallèlement, apparaît l’idée de développer une pensée algébrique dès l’école primaire — puisque cette pensée peut s’affranchir des notations formelles — dont l’objectif n’est pas d’introduire précocement l’algèbre, mais d’approfondir dès l’école primaire la compréhension de concepts mathématiques fondamentaux comme le sens des opérations ou de l’égalité, eux-mêmes liés au développement de la pensée algébrique (Kaput, 2008; Squalli, Mary et Marchand, 2011).

9 
La perspective du développement précoce de la pensée algébrique, c’est-à-dire avant l’introduction du symbolisme formel de l’algèbre, amène à définir la pensée algébrique autrement que par la présence des signes alphanumériques. Nous reprenons à Radford (2014) les caractéristiques d’une pensée algébrique:
	L’indéterminée: Le problème implique des nombres non connus (inconnues,               variables, etc.).

	La dénotation: Celle-ci consiste à nommer ou symboliser cette indéterminée.               Cette dénotation peut se faire de différentes manières: à l’aide du code               alphanumérique, mais aussi à l’aide du langage naturel, des gestes ou de signes non               conventionnels.

	L’analycité: Celle-ci consiste à traiter les quantités indéterminées comme si               elles étaient connues et à parvenir à réaliser des opérations sur ces nombres               inconnus.



 2.2 Développer la pensée algébrique par une activité de généralisation basée sur des         motifs (patterns) figuratifs  [image: Retour au plan de l'article]
10 
Les activités de généralisation sont considérées par de nombreux auteurs (Mason 1996; Radford, 2008) comme des opportunités fondamentales pour développer la pensée algébrique puisqu’elles favorisent un raisonnement visant à faire identifier et exprimer des régularités. Ces activités répondent aux critères d’une pensée algébrique dans la mesure où leur objectif consiste à formuler un moyen général au départ d’une indéterminée, en l’occurrence d’une variable. Ces activités invitent à exprimer les généralités produites et leurs justifications dans un langage tout d’abord non conventionnel et qui tend à devenir de plus en plus conventionnel au fil des nécessités de l’activité. 

11 
Dans le cadre de cet article, nous développons une activité de généralisation issue de l’activité du «Manufacturier» (Bednarz, 2005), appelée également «Carré bordé» (Coulange et Grugeon, 2008; Coppé et Grugeon, 2009), dont un exemple est présenté ci-dessous. Il s’agit de trouver le nombre de carrés grisés de la bordure quel que soit le nombre de carrés du côté du carré blanc (n).


12 
Cette activité n’est pas nouvelle; elle a été utilisée à plusieurs reprises dans le passé (Bednarz, 2005; Coppé et Grugeon, 2009; Coulange et Grugeon, 2008; Denis et al., 2004; Vlassis et Demonty, 2002). Ce qui est neuf, en revanche, c’est le type d’exploitation proposé ainsi que les analyses des processus de raisonnement et de symbolisation d’élèves avant et après l’apprentissage de l’algèbre.

13 
Les activités de généralisation basées sur des supports schématiques, appelés également «patterns figuratifs», constituent un contexte particulièrement riche pour travailler la pensée algébrique avec les élèves tant au primaire qu’au secondaire. L’intérêt majeur de ce type d’activité réside dans la diversité des expressions possibles de la généralisation. En effet, les différentes visualisations possibles des figures vont entraîner différents calculs et différentes expressions selon les régularités identifiées.

14 
Les différentes expressions de la généralisation issues de ces visualisations favoriseront des débats riches. En outre, les élèves pourront argumenter les moyens de généralisation trouvés en s’appuyant sur les dessins.

 3. Processus de raisonnement et de symbolisation dans la généralisation   [image: Retour au plan de l'article]
 3.1 Les raisonnements [image: Retour au plan de l'article]
15 
Radford (2006, 2008) a identifié trois types de raisonnements des élèves dans la généralisation issue du contexte de suites arithmétiques. Nous les résumons brièvement ici.

 3.1.1 L'«induction naïve» [image: Retour au plan de l'article]
16 
L’«induction naïve» consiste à rechercher un motif inconnu en analysant les caractéristiques d’un seul motif connu ou en identifiant de manière incorrecte la structure du motif.

17 
Dans le cas de l’activité du carré bordé, il s’agirait, par exemple, de considérer que si pour un carré de 3 carrés blancs de côté il faut 16 carrés grisés, alors pour un carré de 6 carrés blancs de côté il en faudra le double, c’est-à-dire 32. On applique ainsi la proportionnalité de manière inadéquate.

 3.1.2 La «généralisation arithmétique» [image: Retour au plan de l'article]
18 
Dans la «généralisation arithmétique», la personne identifie un point commun à travers l’analyse de plusieurs termes de la suite. Il s’agit de l’accroissement constant entre les termes consécutifs (par exemple, ajouter chaque fois 2 à chaque terme consécutif, comme dans l’exemple de la figure 1), c’est-à-dire de la mise en évidence de la «raison». Cette généralisation permet de prédire les cas proches. Cependant, un tel raisonnement empêche l’élève de déterminer un terme lointain à partir d’un terme déjà connu en ne prenant en considération «qu’un seul élément» de la régularité, en l’occurrence la raison. Ce type de généralisation apparaît fréquemment dans le cas de suites arithmétiques dont les motifs (patterns) figuratifs sont présentés dans un ordre croissant, comme dans l’exemple suivant:

[image: Exemple de suite arithmétique dont les motifs (patterns) figuratifs sont présentés dans un ordre croissant (Radford, 2006, p. 5)] Figure 1 Exemple de suite arithmétique dont les motifs (patterns) figuratifs sont présentés dans un ordre croissant (Radford, 2006,             p. 5)

 [Voir la liste des
            figures] 
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Elle peut apparaître également dans le cas du carré bordé chez des élèves qui pointeraient que:
	pour un carré de 2 carrés blancs de côté il faut 12 carrés grisés; 

	pour un carré de 3 carrés blancs de côté il faut 16 carrés grisés;

	et que, donc, pour un carré de 4 carrés blancs de côté il en faudra 4 de plus, à               savoir 20 carrés grisés.



 3.1.3 La «généralisation algébrique» [image: Retour au plan de l'article]
20 
Dans la «généralisation algébrique», l’élève identifie une régularité à travers l’analyse de quelques termes de la suite qu'il peut ensuite généraliser pour tous les termes de la suite. Dans le cas du «carré bordé», l’élève se base sur la mise en relation de «deux éléments»: le nombre de carrés blancs sur un côté et le nombre de carrés grisés correspondant (basé sur l’analyse du dessin). Cette régularité est ensuite étendue aux autres termes de la suite. 

21 
Dans le «carré bordé», un raisonnement de type «généralisation algébrique» serait par exemple de «voir» que le nombre de carrés blancs sur le côté est repris quatre fois sur le contour des carrés grisés auxquels il faudra ajouter les quatre carrés des coins (4. n+4).

 3.2 Les symbolisations [image: Retour au plan de l'article]
22 
Dans les démarches d’induction naïve ou de généralisation arithmétique, les élèves expriment le plus souvent leur raisonnement à l’aide de calculs, de phrases, d’annotations sur le dessin ou d’un substitut symbolique pour identifier le nombre inconnu. Dans la généralisation algébrique, Radford (2008) observe que les élèves peuvent proposer trois types de symbolisation: factuelle, contextuelle et symbolique. Dans la «généralisation factuelle», la variable est symbolisée à partir d’un nombre. Dans la «généralisation contextuelle», la variable est symbolisée par un substitut symbolique (un point d’interrogation, un cadre vide, une marque voire une lettre), mais la symbolisation élaborée garde des traces de la situation qui l’a vue naître. La «généralisation algébrique symbolique» se détache quant à elle de la situation pour proposer une écriture tout à fait correcte sur le plan mathématique. Dans ce cas, la formulation symbolique de la généralisation ne comporte aucune trace permettant de relier les symboles à leurs signifiants. 

23 
L’intérêt du modèle de Radford (2008), tant pour les raisonnements que les symbolisations de la généralisation, réside dans le cadre d’analyse qu’il propose pour comprendre le raisonnement et les erreurs des élèves lorsqu’ils généralisent un processus.

 3.3 Le développement du processus de généralisation: le modèle de Dörfler         (1991) [image: Retour au plan de l'article]
24 
Squalli (2015) développe le cadre d’analyse de Dörfler (1991) en poursuivant un objectif différent de Radford (2008). Il ne s’agit plus d’observer des raisonnements ou des modes d’expressions, mais de décrire le développement «idéal » du processus même de généralisation algébrique. Ce modèle permet de comprendre la structuration des différentes étapes possibles, nécessaires à la progression vers une généralisation algébrique au sens proposé par Radford (2008), et d’analyser l’évolution des élèves dans le processus de généralisation.

25 
Le schéma ci-dessous (figure 2), proposé par Squalli (2015), reprend les principales étapes de ce processus: 

[image: Modèle simplifié de généralisation théorique de Dörfler (1991) proposé par Squalli (2015)] Figure 2 Modèle simplifié de généralisation théorique de Dörfler (1991) proposé par Squalli             (2015)

 [Voir la liste des
            figures] 
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Dans ce modèle, Squalli (2015) rappelle que le point de départ est une «action» ou un «système d’action à partir d’une situation» dont l’objectif consiste à orienter l’attention du sujet vers certaines relations entre les objets sur lesquels portent ces actions. La répétition de ces actions conduit le sujet, sur la base d’une «réflexion sur ce système», à une certaine constance dans les actions qui l’amène à prendre conscience de certains «invariants» essentiels des actions dont la «formulation» nécessite une description symbolique que ce soit verbalement ou de manière iconique, géométrique ou algébrique. Un moment crucial dans le processus de généralisation se produit quand ces invariants sont remplacés par des «prototypes», c’est-à-dire quand la formulation des protocoles ne sert plus uniquement à décrire les cas spécifiques examinés, mais aussi à envisager les cas potentiels. Enfin, les invariants et leurs formulations symboliques sont détachés des actions originales. Dès le départ, les symboles possèdent un certain domaine de référence et ce domaine est étendu graduellement. Les symboles acquièrent les caractéristiques d’objet. Ces symboles sont alors de nouveaux objets de la pensée, des objets mathématiques dont la signification réside dans les invariants. Le détachement total des actions originales consiste à produire une formule correcte et qui ne conserve plus la trace des éléments de contexte.

 3.4 Modèle présentant le développement de la symbolisation: Signes et chaînes de         signification [image: Retour au plan de l'article]
27 
L’introduction des approches socioculturelles en éducation mathématique a mis en lumière l’importance des processus sociaux dans les apprentissages. Si cette importance a également été soulignée dans d’autres paradigmes de recherche, ceux-ci sont considérés comme consubstantiels à l’apprentissage dans les approches socioculturelles. Dans ces dernières, le développement cognitif trouve son origine dans les interactions sociales médiatisées, c’est-à-dire instrumentées ou outillées par des signes, comme déjà évoqué précédemment.

28 
Les approches socioculturelles nous amènent à considérer le signe dans la foulée de sémioticiens, comme exprimant une relation étroite et sémantique entre signifiant et signifié. Un signe est ainsi représenté comme un ensemble composé de deux facettes inséparables. Cependant, de notre point de vue, cette conception du signe ne peut suffire. Dans les approches socioculturelles, un signe n’est jamais une entité pour elle-même, il prend place et fait sens dans un contexte «d’activité» précis et est produit pour atteindre un objectif donné (Radford, 1998). Selon Radford, l’activité, envisagée comme l’environnement dans lequel s’insèrent les actions mathématiques des individus et qui les rend nécessaires présente deux caractéristiques importantes. La première, c’est qu’elle est médiatisée par les signes et est donc enracinée dans la culture. La seconde, c’est qu’elle est orientée vers un but.

29 
Ainsi, de notre point de vue, un signe se définit 1) par un signifiant et un signifié en étroite relation, 2) comme élément médiatisant une activité donnée orientée vers un but. C’est pourquoi nous suggérons de compléter la représentation du signe proposée par la sémiotique en l’intégrant au coeur même de l’activité dans laquelle il est produit (voir figure 3).

[image: Proposition de définition du «signe» incluant la notion d’activité] Figure 3 Proposition de définition du «signe» incluant la notion d’activité

 [Voir la liste des
            figures] 
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Plusieurs auteurs (Gravemeijer, Cobb, Bowers et Whitenack, 2000; Presmeg, 2006) ont mis en évidence le rôle crucial des activités de symbolisation qui se développent en relation avec l'évolution de pratiques mathématiques de la classe afin de faire émerger une réalité mathématique abstraite. Selon ces auteurs, les différentes étapes de symbolisation constituent une chaîne de significations dont la composante de base est le signe. L’avantage de ce processus, selon Presmeg (2006), c’est qu’à chaque point de la chaîne existe la possibilité pour les élèves de revenir en arrière, y compris aux actions initiales. Le schéma présenté dans la suite (voir figure 5) propose une chaîne de significations incluant la notion d’activité, absente chez les auteurs précités. Cette chaîne met en évidence cette évolution du signe, rendue nécessaire par des activités de complexité croissante (Vlassis, 2010; Vlassis et Demonty, 2018).

 4. Méthodologie   [image: Retour au plan de l'article]
 4.1 Présentation de la séquence - Objectif 1 [image: Retour au plan de l'article]
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La figure 4 présente l’activité telle qu’elle a été soumise aux élèves.

[image: Activité «Antoine fait des mosaïques» telle que proposée aux élèves (Demonty et Vlassis, 2018)] Figure 4 Activité «Antoine fait des mosaïques» telle que proposée aux élèves (Demonty et             Vlassis, 2018)

 [Voir la liste des
            figures] 
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Si la structure du questionnement n’est pas neuve — on la retrouve notamment chez Coulange et Grugeon (2008) — c’est le regard porté sur ce questionnement grâce aux apports combinés du modèle de Dörfler (1991) et des chaînes de signification qui est neuf. L’apport de Dörfler met en avant les étapes par lesquelles l’enfant doit passer pour avancer dans le processus de généralisation tandis que la structuration en une chaîne de signification oriente l’attention vers le développement de la symbolisation depuis les manipulations concrètes jusqu’à la formulation de la généralité en langage mathématique. La figure 5 présente le développement des étapes de cette activité (en relation avec les questions posées) selon ces cadres théoriques.

[image: Modèle de la structuration de l’activité basé sur les apports de Dörfler (1991) et des chaînes de significations (Vlassis et Demonty, 2018)] Figure 5 Modèle de la structuration de l’activité basé sur les apports de Dörfler (1991) et             des chaînes de significations (Vlassis et Demonty, 2018)

 [Voir la liste des
            figures] 
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Plus précisément, la question 1 oriente les élèves vers le dénombrement physique du nombre de carrés formant le contour de la mosaïque qu’ils sont appelés à construire. La question ne nécessite pas et n’invite pas à un dénombrement raisonné, bien que certains élèves peuvent le faire. Le schéma implicite du dénombrement utilisé est le protocole d’un système d’actions initial qui devrait être transparent pour les élèves. La question 2 invite les élèves à répéter le système d’actions initial pour un autre exemple spécifique, mais cette fois-ci la consigne consiste à faire trouver un calcul; elle oriente ainsi les élèves à porter leur attention au protocole des actions (le schéma de dénombrement) et non plus au dénombrement lui-même. Dans la question 3, les élèves ne peuvent plus réaliser physiquement le dénombrement (le matériel n’est pas suffisant), ils doivent donc le réaliser mentalement. La taille relativement grande de la mosaïque à 32 carrés de couleurs a pour but de «forcer» les élèves à expliciter le protocole des actions utilisé pour les cas précédents pour l’adapter au cas présent ou encore à faire un dénombrement raisonné utilisant les cas précédents pour valider la justesse du dénombrement. Les élèves sont ainsi mis dans la situation où ils doivent dégager des invariants à partir des deux cas précédemment examinés et étendre ces invariants au nouveau cas. La justesse de la réponse ne peut plus reposer sur un argument empirique (dénombrement physique), mais sur les invariants dont les significations renvoient au système d’actions initial.

34 
La question 4 amène les élèves à anticiper les cas potentiels. Dans cette situation, les invariants ne peuvent plus référer à des cas spécifiques, mais à des cas potentiels non spécifiés. La question amène les élèves à transformer les invariants en prototypes, les cas spécifiques précédents deviennent alors chez les élèves des exemples génériques. La généralité peut être formulée de manière libre soit en utilisant le langage ordinaire ou un langage mixte constitué de symboles mathématiques et non mathématiques soit en recourant au langage formel. Finalement, la question 5 invite les élèves à réfléchir sur la formulation symbolique de la généralité et à représenter de manière explicite et mathématique la variable. Cette formulation est alors détachée du système d’actions initial et peut se prêter à des manipulations syntaxiques en cohérence avec les règles du calcul et sans lien avec les signifiants.

 4.2 Contexte d’implémentation de l’activité [image: Retour au plan de l'article]
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Cette activité a été proposée dans le courant du mois de janvier 2016 dans deux classes de secondaire technique, l’une de 1re année (grade 7) avec 14 élèves et l’autre de 2e année (grade 8) avec 20 élèves. Cette activité était une première pour les élèves des deux niveaux scolaires. Si les élèves de grade 8 suivaient un cours d’algèbre depuis près d’un an et avaient été initiés dans ce contexte à la résolution des équations et aux techniques algébriques comme la réduction de termes semblables, la distributivité, etc. – ils maîtrisaient donc «l’algèbre» impliquée dans l’activité — les élèves de la classe de 1re secondaire (grade 7) n’avaient reçu aucun enseignement de l’algèbre. 

36 
Deux moments étaient planifiés. Deux périodes de temps (2x50’) ont d’abord été consacrées au travail en groupes pour répondre aux différentes questions de l’activité, puis deux autres périodes de temps (2x50’) ont été consacrées à la mise en commun. Cinq groupes (quatre de trois élèves et un de deux élèves) ont été formés en 1re année (notés G1-1, … , G1-5) et sept groupes (six de trois élèves et un de deux élèves) en 2e année (notés G2-1, … , G2-7).

37 
Nos analyses sont issues des deux premières périodes, pendant lesquelles les élèves travaillaient en groupes. L’enseignante a lancé le travail et n’a donné que très peu de consignes concernant la tâche à réaliser, si ce n’est les consignes d’organisation. L’enseignante et deux chercheurs passaient dans les groupes et aidaient ceux qui étaient en difficulté. Les élèves des deux classes étaient répartis en groupes de trois ou de deux. Les données ont été collectées sur la base des productions écrites des différents groupes d’élèves et d’enregistrements audio ou vidéo des interactions des élèves dans les différents groupes. Il convient de souligner que les élèves n’avaient jamais résolu de problèmes de généralisation. C’était leur premier contact avec ce type de tâche. Pour soutenir les premières actions des élèves, l’enseignante avaient mis à leur disposition du matériel concret pour représenter les mosaïques.

 4.3 Questions de recherche — Objectif 2 [image: Retour au plan de l'article]
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Le deuxième objectif de cet article consiste à analyser les processus de généralisation et de symbolisation qui ont accompagné la production des messages dans l’activité «Antoine fait des mosaïques». Plus précisément, il vise à répondre aux deux questions recherche suivantes: 
	Quel raisonnement développent les élèves dans leur processus de généralisation               et quelles difficultés rencontrent-ils?

	Quels types de symbolisation développent les élèves et quelles difficultés               rencontrent-ils?



 5. Résultats [image: Retour au plan de l'article]
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Les résultats sont structurés autour de deux axes principaux en relation avec les deux questions de recherche formulées ci-dessus. Le premier axe porte sur les raisonnements dans le processus de généralisation, c’est-à-dire les différents systèmes d’actions et invariants produits par les élèves. Le second concerne l’analyse des symbolisations produites par les élèves.

 5.1 Analyse des raisonnements dans le processus de généralisation [image: Retour au plan de l'article]
 5.1.1 Systèmes d’actions initiaux et invariants correspondants [image: Retour au plan de l'article]
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Cette analyse se base sur l’expression finale de la généralité (questions 4 et 5 de la figure 4) de chaque groupe en 1er et 2e années du secondaire et identifie le système d’actions sur lequel elle repose.
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L’ensemble des élèves a utilisé différents systèmes d’actions qui peuvent être configurés en quatre grandes familles (F1, F2, F3 et F4). Une famille étant une classe constituée des systèmes d’actions portant sur les mêmes objets et conduisant ainsi aux mêmes invariants. Voici dans le tableau 1 les familles identifiées dans la situation «Antoine fait des mosaïques».

[image: Familles de systèmes d’actions identifiées par les élèves] Tableau 1 Familles de systèmes d’actions identifiées par les élèves

 [Voir la liste des
            tableaux] 
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Le tableau 2 présente la répartition des groupes d’élèves selon les familles.

[image: Familles de systèmes d'actions identifiés par les différents groupes] Tableau 2 Familles de systèmes d'actions identifiés par les différents groupes

 [Voir la liste des
            tableaux] 
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La majorité des groupes, qu’ils soient de 1re année ou de 2e année, est parvenue à produire une généralisation algébrique. Seul un groupe de 2e année (G2-5) ne parvient à pas à produire un système d’actions et à aller au-delà de la première question. Les tableaux 1 et 2 témoignent également de la variété des démarches développées par les élèves, surtout en 1re année, même si ce sont essentiellement les familles F1 et F3 qui ont été plébiscitées.
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Cependant, de grandes différences de niveau ont été observées parmi les groupes en ce qui concerne la réflexion pour aboutir à la production du message de généralisation. En effet, certains groupes (notés par un astérisque) ont compris rapidement l’enjeu de l’activité (alors que ce type d’activité n’avait jamais été proposé auparavant dans la classe) et trouvé facilement un prototype, c’est le cas des groupes G1-2 et G1-5 et des groupes G2-1 et G2-3, tandis que les autres groupes ont eu besoin d’un support soutenu de l’enseignante pour arriver à trouver les invariants et à produire le moyen général. Pas moins de quatre approches différentes ont été mobilisées par les élèves de 1re année et deux par ceux de 2e année. Cette diversité dans les démarches des élèves témoigne du potentiel de ce type d’activité pour le développement des apprentissages algébriques, dans la mesure où la comparaison de ces différentes formules ou expressions permettra de (re)travailler le sens des opérations arithmétiques ainsi que des concepts comme le signe d’égalité, la notion de variable et des techniques comme la réduction de termes semblables, la distributivité, voire les produits remarquables.

 5.3.2 Difficultés des élèves dans le processus de généralisation [image: Retour au plan de l'article]
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Deux difficultés principales ont été identifiées chez les élèves dans le processus de généralisation. D’abord, certains élèves ont rencontré des difficultés à identifier les invariants. En particulier, les élèves des groupes G2-6 et G2-7 ont commis tous deux la même erreur à la question 2 où il fallait produire un calcul pour une mosaïque qui compterait sept carrés colorés de côté. La réponse à la question 1, où il s’agissait de produire un modèle à l’aide du matériel pour une mosaïque de cinq carrés colorés, ne leur avait posé aucune difficulté. Mais pour répondre à la question 2, les élèves des deux groupes ont produit le calcul 9 x 4 sans penser à contrôler leur réponse par le dénombrement. L’erreur de ces élèves semble venir d’une compréhension de la situation basée sur une visualisation du motif (pattern) figuratif en termes de périmètre: en effet, les carrés blancs correspondent visuellement au contour de la figure. Puisqu’il est demandé de produire un calcul pour trouver le nombre de carrés blancs autour des carrés colorés, les élèves pensent qu’il s’agit d’appliquer la formule du périmètre, en l’occurrence «côté x 4». Nous pensons que le problème pour ces élèves réside dans un glissement de leur centre d’attention dans l’analyse du dessin. Sans s’en rendre compte, ceux-ci sont passés du dénombrement de carrés en tant qu'unité d’aires au dénombrement des carrés comme unités de longueur. Ces élèves ont ainsi considéré les côtés externes des petits carrés dont la somme correspond au périmètre de la mosaïque. Dans cette perspective, les côtés externes des carrés placés aux quatre coins sont bien au nombre de deux. L’enseignante est intervenue dans les deux groupes pour aider les élèves à changer de point de vue, en leur faisant vérifier la réponse de leur calcul par dénombrement. Ce fut très difficile. Les élèves ne voyaient pas pourquoi leur calcul ne conduisait pas à la réponse correcte. Il a fallu plusieurs interventions de la part de l’enseignante pour que les élèves comprennent leur erreur.
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Ensuite, certains groupes ont éprouvé des difficultés à étendre le domaine de référence et à établir un prototype. Les groupes G1-1 et G1-5 identifient correctement les invariants à la question 2 (pour 7 carrés colorés de côté), mais n’utilisent pas la réflexion qui a conduit à l’émergence de ces invariants pour trouver le calcul qui donnera le nombre de carrés blancs à la question 3 (32 carrés colorés de côté). Prenons l’exemple du groupe G1-5. Celui-ci produit assez rapidement le calcul basé sur la différence des aires (F4), 9 x 9 – 7 x 7 en réponse à la question 2. Cependant, pour la question 3 avec les 32 carrés colorés de côtés les élèves commencent par trouver 8 x 4, car «8 x 4, ça fait 32», puis tentent de réaliser la mosaïque avec les 32 carrés colorés de côté. Puisqu’il manque de cubes, ils réalisent, avec les carrés disponibles, un rectangle qui ne correspond évidemment plus à la structure des mosaïques proposée dans l’activité. Ils demandent alors l’aide de l’enseignante. L’enseignante essaie de les mettre sur la bonne voie en leur rappelant leur raisonnement à la question 2 puis s’en va. À ce moment, un élève pense à calculer 32 x 32, mais un autre élève du groupe explique qu’il a calculé 4 x 8, car 32 divisés par 8 donnent 4. L’élève qui avait cherché 32 x 32 trouve la réponse 1024. Comme il n’y a pas d’accord dans le groupe à propos de ce qu’il convient de faire, les élèves font de nouveau appel à l’enseignante qui permet à leur réflexion d'aboutir à la généralisation basée sur la différence d’aires (famille F4).
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Les échanges dans les deux groupes montrent à quel point ce fut difficile pour ceux-ci de parvenir à déterminer les prototypes, c’est-à-dire à généraliser le processus dont ils semblaient pourtant avoir identifié les invariants dès la question 2. Cependant, dans les deux groupes, la réponse à la question 2 se base encore sur l’analyse du matériel, comme en témoignent leurs interactions (non rapportées ici). À la question 3, il n’est plus possible d’utiliser les petits cubes, car ils ne sont plus assez nombreux. La réflexion doit devenir plus abstraite: il faut s’imaginer un cube de 32 carrés colorés de côté. C’est véritablement lors de la réflexion sur cette question que les élèves se voient obligés de réfléchir à la structure du schéma et aux relations entre les différents éléments sans le support concret du matériel. On peut considérer que cette étape est déterminante dans l’identification d’un prototype.

 5.2 Analyse des symbolisations des moyens de généralisation [image: Retour au plan de l'article]
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Dans cette section, nous présentons l’analyse des symbolisations des questions 4 et 5 qui concernent le processus de généralisation en tant que tel. Rappelons que la question 4 demandait de trouver un moyen de généralisation sans en préciser la forme, tandis que la question 5 demandait d’écrire ce moyen en langage mathématique.
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Le tableau 3 présente les différentes symbolisations des généralisations algébriques produites par les élèves.

[image: Analyse des symbolisations des généralisations algébriques, sur la base du modèle de Radford (2008)1] Tableau 3 Analyse des symbolisations des généralisations algébriques, sur la base du modèle             de Radford (2008) [1]

 [Voir la liste des
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L’analyse de ce tableau révèle sans surprise que seuls les élèves de 2e année parviennent à produire une «généralisation algébrique symbolique». Cela concerne les groupes G2-3 et G2-7. La «généralisation factuelle», quant à elle, concerne deux groupes de 1re année, G1-3 et G1-5, n’ayant encore jamais abordé l’algèbre.
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Un groupe de 2e année (G2-4) ne répond pas à la question 5 qui demande de rédiger le moyen en langage mathématique. Il ne produit ni même ne tente de rédiger aucune formule ni calcul, alors que ces élèves apprennent l’algèbre depuis un an. Dans la suite, nous analysons l’expression des différents types de généralisation algébrique.

 5.2.1 Généralisation algébrique factuelle [image: Retour au plan de l'article]
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La figure 6 présente la production du groupe G1-3. La généralisation est de type 4 (x + 1) (Famille F2) et se prête à la même analyse que celle du groupe G1-5 également concerné par ce type de généralisation (voir tableau 3).

[image: Généralisation algébrique factuelle proposée par le groupe G1-3] Figure 6 Généralisation algébrique factuelle proposée par le groupe G1-3

 [Voir la liste des
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Cet exemple présente la généralisation spontanée produite par le groupe. On constate que tant l’expression générale en mots que celle en langage mathématique portent sur un seul exemple. Cependant, le terme «exemple», placé devant les deux expressions, témoigne du caractère général de ce cas numérique, qui n’est là que pour expliquer une façon générale de procéder. Les exemples choisis dans les deux modes d’expression sont par ailleurs différents. Après une discussion avec l’enseignante pour les mener vers la formule, ces élèves en sont venus à la production finale suivante (figure 7).

[image: «Formule» finale proposée par le groupe G1-3] Figure 7 «Formule» finale proposée par le groupe G1-3

 [Voir la liste des
            figures] 
 5.2.2 Généralisation algébrique contextuelle [image: Retour au plan de l'article]
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Le tableau 4 présente les différentes formules de généralisation contextuelle présentées par les différents groupes.

[image: Formules de généralisation contextuelle proposées par les groupes de 1re et 2e années] Tableau 4 Formules de généralisation contextuelle proposées par les groupes de             1re et 2e années
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Notons que deux groupes (G1-1 et G2-4) proposent des généralisations contextuelles, mais en mots uniquement. Ils ne sont donc pas repris dans ce tableau.
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Les formules produites par les cinq groupes présentés dans le tableau sont contextuelles dans la mesure où elles portent toutes la marque des actions posées par les élèves pour généraliser. Par exemple, les parenthèses (G1-2) servent à montrer la hiérarchie des opérations (on multiplie d’abord x par 4 puis on ajoute 4), l’utilisation de deux lettres dans l’expression a+b+a+b vise à exprimer deux nombres différents (autrement dit les deux grands côtés et les deux petits [G2-2]) ou encore le signe «·» reste apparent pour indiquer la multiplication (G2-6).
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En 1re année, examinons comment l’enseignante amène le groupe G1-4 à produire une formule. La généralisation du groupe G1-4 est de la famille F3, c’est-à-dire de type 2.(x+2)+2.x.
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La figure 8 présente l’expression du moyen général qu’ils ont trouvé.

[image: Généralisation algébrique contextuelle proposée par le groupe G1-4] Figure 8 Généralisation algébrique contextuelle proposée par le groupe G1-4
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La formule proposée ce groupe a été produite avec l’aide de l’enseignante. La formule a été rédigée à la suite de discussions entre l’enseignante et les élèves à propos du calcul 32 x 2 + (34 x 2) = … comme présenté dans la figure 9.

[image: «Formule» finale proposée par le groupe G1-4] Figure 9 «Formule» finale proposée par le groupe G1-4

 [Voir la liste des
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Voici un extrait des interactions à propos du processus soutenues par l’enseignante (P).
	1 P
	Et si j’avais mis 180, quel calcul est-ce                   qu’on devrait faire?

	2 E2
	180 x 2 plus 182 x 2

	3 P
	Et maintenant, si on veut une formule qui                   fonctionne avec n’importe quel nombre de carrés de couleur, comment trouver une                   formule qui va marcher dans tous les cas?

	4 E2
	… avec des phrases?

	5 E3
	… on peut aussi faire des calculs ici pour                   expliquer…

	6 P
	Vous n’êtes pas loin de trouver le calcul, il                   faut juste remplacer le 32 et le 34 par quelque chose qui fait que ça marche tout                   le temps… si je prenais le 200, on va appliquer la formule, si je prenais 500 ça                   marcherait aussi 

	7 E2
	Alors on fait x × 2

	8 P
	Oui… très bien x × 2

	9 E3
	Ah oui… x × 2 et après…

	10 E2
	… oui plus…

	11 P
	Tu continues la formule, très                   bien.

	12 E3
	Plus x × 4, euh × 2 aussi

	13 E2
	x fois… non… plus quatre

	14 P
	Non le 34, il a quel lien avec le                   32?

	15 E2
	plus deux… alors plus x +                   2

	16 P
	Bien 

	17 E2
	… × 2

	18 E3
	Ok, x . 2 plus… [E3 écrit la formule juste en                   dessous du calcul, après avoir changé les symboles «fois» par un                   point]
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Guidés par l’enseignante, les élèves (qui n’ont reçu encore aucun cours d’algèbre au secondaire) parviennent à rédiger la formule. Notons que les élèves hésitent lorsqu’il s’agit d’exprimer le nombre de carrés blancs sur le grand côté qui correspond dans leur calcul au nombre 34 (lignes 12 et 13). Pour les amener à produire x + 2, l’enseignante doit mettre en évidence le lien entre les nombres 32 et 34 (ligne 14). Cette difficulté, assez répandue et rencontrée également par les élèves de 2e année, correspond à ce que Duval (2002) appelle «la redésignation fonctionnelle». La formule finale prend tout son sens pour les élèves en relation avec le calcul posé dans l’activité (32 x 2 + 34 x 2). Il s’agit d’une première étape dans la symbolisation algébrique et celle-ci reste encore profondément ancrée dans le contexte.
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Du côté des élèves de 2e année, deux types d’erreurs ont été observés dans la production de leur formule.
	La difficulté d’exprimer une variable en fonction d’une autre dans l’expression               produite par le groupe G2-2. Cette difficulté renvoie au concept de «redésignation               fonctionnelle», défini par Duval (2002), qui concerne la nécessité, notamment dans les               problèmes impliquant les équations, de choisir une lettre qui permettra de désigner               non pas une, mais plusieurs quantités exprimées dans l’énoncé. Dans le cas du groupe               G2-2, celui-ci formule l’expression a+b+a+b, plutôt que la formule               x+2+x+x+2+x.

	La deuxième concerne le groupe G2-6, mais aussi le groupe G2-1 qui, dans une               première version, avait écrit la formule 4.a+4.b remplacée dans la suite par               4.a+4.1. Les expressions produites témoignent               d’une confusion entre les constantes et les variables. De même, le groupe G2-6 avait               tout d’abord produit 4.a+b, clairement visible sous les hachures, avant de               rédiger 4.a+4.



 5.2.3 Généralisation algébrique symbolique  [image: Retour au plan de l'article]
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La figure 10 présente la formule finale proposée par les groupes G2-3 et G2-7.

[image: «Formule» finale proposée par les groupes G2-3 et G2-7] Figure 10 «Formule» finale proposée par les groupes G2-3 et G2-7
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Ce sont les deux seuls groupes qui ont pensé à réduire les expressions. Dans les deux cas, les élèves ont d’abord produit une expression mathématiquement correcte, mais encore calquée sur les actions posées. Ils semblent ensuite s’être détachés du contexte et l’ont simplifiée comme toute autre expression algébrique. Dans cette dernière action, le contexte s’efface pour faire place à l’expression algébrique pour elle-même. Pour Dörfler (1991), il s’agit du «détachement des invariants de leur véhicule original». Pour Radford (2008), la généralisation algébrique symbolique se détache quant à elle de la situation, pour proposer une écriture tout à fait correcte sur le plan mathématique, qui n’est plus enracinée dans le contexte de la suite. Notons que le groupe G2-3 utilise la majuscule plutôt que la minuscule qui correspond à l’usage en mathématiques. S’agit-il du symbole N représentant les naturels? Dans ce cas, le N représenterait-il un nombre naturel? Dès lors, les élèves ne seraient pas dans un détachement total. Il est difficile d’avoir une certitude à ce sujet. On peut cependant considérer que le fait de réduire l’expression, même en utilisant une majuscule, implique un changement de perspective où l’élève passe d’une description des actions posées à une réflexion sur l’objet même de cette expression pour la réduire. Malgré une expression réduite et correcte sur le plan mathématique, il n’est pas certain que les élèves aient réellement produit une généralisation algébrique symbolique ou soient arrivés au détachement total. Pour en être convaincu, il faudrait s’assurer que les élèves puissent considérer d’autres formules de généralisation comme équivalentes à la leur.

 6. Discussion et conclusion [image: Retour au plan de l'article]
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Cet article visait à proposer une exploitation d’une activité de généralisation sur la base d’un modèle intégrant une progression des raisonnements dans le processus de généralisation selon Dörfler (1991) en relation avec une structuration des symbolisations selon une chaîne de significations (Gravemeijer et al., 2000; Vlassis et Demonty, 2018). Il proposait également d’analyser les raisonnements et les symbolisations des élèves qui ont travaillé à cette activité.
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Du point de vue des raisonnements dans le processus de généralisation (question de recherche 1), les résultats de l’expérimentation de cette séquence nous conduisent à mettre en évidence trois constats principaux.
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Tout d’abord, certains groupes d’élèves, tant de 1re année que de 2e année, ont rapidement perçu les enjeux de l’activité et de sa structuration. Ils ont rapidement identifié les invariants et déterminé un prototype sur la base des schémas proposés dans l’activité. La principale préoccupation résidait alors dans la symbolisation de cette généralisation.
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Ensuite, d’autres groupes ont eu besoin d’un support important de l’enseignante. Certains ont éprouvé de grandes difficultés dès la question 2 en cherchant à identifier les invariants pour produire le calcul requis. Ils proposaient 9x4 comme s’il s’agissait d’un périmètre. On peut considérer cette démarche comme relevant de «l’induction naïve» au sens de Radford (2008), dans la mesure où l’invariant identifié (périmètre) est erroné: l'unité de mesure du dénombrement est le carré et non son côté.
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Enfin, la structuration de la séquence impose à la question 3 d’abandonner le matériel et confronte les élèves à l’expression des invariants. Plusieurs groupes, qui pourtant avaient réussi sans difficulté apparente à répondre à la question 2, ont été «déséquilibrés» au sens de Piaget dans la mesure où il ne leur était plus possible d’utiliser le matériel pour résoudre le problème posé. C’est à cette étape que les élèves, contraints de produire une opération sans le support du matériel, sont amenés à réfléchir sur leur système d’actions et à réellement identifier les invariants. Deux hypothèses peuvent être avancées concernant ces difficultés. Premièrement, il se peut que ces groupes n’aient pas perçu la structuration de la séquence et aient interprété la question 3 comme une question d’une autre nature que la question 2. Il est possible que ces élèves respectent ainsi inconsciemment des règles métadiscursives (Sfard, 2001; van Oers, 2001; Verschaffel, Greer et De Corte, 2000) qui renvoient à ce que Brousseau (1997) appelle le «contrat didactique». En l’occurrence, confrontés aux différentes questions de l’activité, ces élèves qui n’ont pas établi de lien entre les questions 2 et 3 peuvent très bien avoir compris qu’il s’agissait de questions de natures différentes, comme cela se produit traditionnellement lorsqu’ils doivent effectuer une liste d’exercices. La deuxième hypothèse, que nous privilégions, consiste à penser que ces élèves n’auraient pas pris clairement conscience de leur système d’actions dans la question 2 et n’auraient donc pas vraiment identifié les invariants.

70 
Du point de vue de la symbolisation (question de recherche 2), l’utilisation de motifs (patterns) figuratifs a entraîné les élèves à produire un large éventail de formules de généralisation sur la base de différents systèmes d’actions résultants de différentes visualisations des motifs (patterns).
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Deux constats importants émergent des résultats. Tout d’abord, la majorité des élèves parviennent à produire des formules en langage mathématique même si la plupart restent à un niveau «contextuel». Cependant, pour les élèves de 1re année, il s’agit d’un important pas en avant étant donné que l’activité constituait leur première rencontre avec l’algèbre. La formule contextuelle émerge, dans ce contexte, des processus d’actions développés par les élèves et est calquée sur les opérations. Ensuite, soulignons qu’en 2e année, seuls deux groupes sont parvenus à la généralisation algébrique symbolique. L’enseignante de cette classe s’est montrée surprise que davantage de groupes ne soient pas parvenus à produire la formule correcte sur le plan mathématique. Il semble que ces groupes n’aient pas nécessairement établi de lien entre l’algèbre qu’ils travaillaient habituellement en classe et l’activité proposée. Il faut être cependant conscient que l’activité de généralisation dans laquelle les élèves étaient engagés requiert de leur part une utilisation de l’algèbre très différente de celle qu’ils ont l’habitude de développer. Il s’agit ici non pas d’appliquer une technique algébrique fortement développée dans les classes, mais de «produire» une nouvelle expression algébrique, ce qui requiert un point de vue très différent sur l’utilisation du langage algébrique en lien notamment avec le sens de l’égalité, de la lettre, mais aussi et surtout sur les relations entre les différents symboles (Vlassis, 2010).
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Cette expérimentation de l'activité «Antoine fait des mosaïques» apporte également des éclairages sur les conditions favorisant le développement de la généralisation algébrique chez des élèves avant ou au début de l’enseignement de l'algèbre. La phase de mise en commun des différentes formules produites jouera un rôle important dans la progression vers la généralisation algébrique symbolique, dans la mesure où les élèves seront confrontés à l’expression de différent(e)s moyens/formules pour généraliser un processus basé sur un même motif (pattern) figuratif.
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L’entrée par le matériel pourrait paraître inadéquate puisque certains élèves éprouvent d’importantes difficultés à s’en détacher, mais cette entrée a permis aux élèves de donner sens à l’expression des opérations et de la généralité. Les élèves peuvent ainsi non seulement baser leur raisonnement sur des actions concrètes, mais également revenir en arrière pour vérifier la production de l’expression finale de la généralité ou encore pour recourir aux premières actions si le sens de l’expression produite vient à manquer.
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Et c’est bien là que réside tout l’intérêt de cette séquence construite selon notre modèle, car celui-ci permet de mettre en perspective le processus même d’émergence de la généralité (Dörfler, 1991) en étroite relation avec la symbolisation structurée en chaîne de significations, autorisant ainsi des actions et des opérations sur la base d’un va-et-vient entre le matériel, les nombres, les mots et le langage algébrique. Selon Bednarz (2005), cette capacité à utiliser différents niveaux de langage, à passer d’un niveau de langage à un autre, constitue une habileté centrale en mathématiques, dans la mesure où celle-ci permet de construire un sens aux concepts, aux raisonnements en relation avec le symbolisme mathématique.
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Enfin, l’activité, malgré un potentiel qui autorise un développement progressif de la pensée algébrique, ne peut se passer d’un support important de l’enseignant pour étayer la réflexion des élèves ou faire émerger «les mathématiques» des discussions, que ce soient en intervenant dans les groupes ou en organisant une mise en commun qui visera à faire émerger les concepts et les symbolisations relatifs à la pensée algébrique en fonction du niveau scolaire des élèves.
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Résumé
Différentes recherches indiquent que les élèves présentent des difficultés à résoudre des problèmes algébriques. D’autres montrent qu’ils peuvent résoudre ce type de problèmes avant que l’algèbre soit enseignée. Cet article analyse ce que font les élèves avant et après l’enseignement de l’algèbre à l’école. Nous avons analysé la production de 528 élèves (6e année à secondaire 2 au Québec, élèves de 11 à 14 ans). Les résultats indiquent que les procédures privilégiées lors de la résolution de problèmes algébriques sont semblables avant et après son enseignement. Nous observons deux catégories de difficultés: la compréhension de relations du problème et la manipulation d’équations algébriques. Identifier et discuter ces difficultés permet de mieux cibler des éléments de réflexion à considérer pour travailler les problèmes en classe et pour favoriser le passage de la résolution de problèmes écrits en mots vers l’écriture des expressions algébriques.
Mots clés : apprentissage de l’algèbre, enseignement primaire-secondaire, difficultés en algèbre, problèmes de partage inéquitable, résolution de problèmes mathématiques

Abstract
Algebra learning: procedures and difficulties encountered in problem solvingSome studies indicate that students struggle with solving algebra problems. Others show that they are able to solve such problems before they are taught algebra. This article examines what students do prior and subsequent to their school-based algebra instruction. We examined the productions of 528 students (6th year of primary school to 2nd year of secondary school in Quebec, students 11–14 years old). The results indicate that the procedures used to solve algebra problems are similar before and after students receive algebra instruction. Two categories of difficulties emerge: understanding problem relationships and manipulating algebraic equations. Identifying and discussing these difficulties offers a way to better determine elements of reflection to take into account in order to work on problems in class and to promote the shift from solving problems trough words to writing algebraic expressions.
Keywords : algebra learning, primary-secondary instruction, difficulties in algebra, unfair division problems, mathematical problem-solvingant

Resumen
Aprendizaje del álgebra: procedimientos y dificultades encontradas en la resolución de problemasDiversas investigaciones indican que los estudiantes presentan dificultades en la resolución de problemas algebraicos. Otras muestran que ellos pueden resolver este tipo de problemas antes de su enseñanza. Este artículo analiza lo que los alumnos hacen antes y después de la enseñanza del álgebra en la escuela. Hemos analizado la producción 528 estudiantes (desde sexto año de primaria hasta segundo año de secundaria en Quebec, cuyas edades fluctúan entre los 11 y los 14 años). Los resultados indican que los procedimientos privilegiados en la resolución de problemas algebraicos son similares antes y después de la enseñanza del álgebra. Observamos dos categorías de dificultades: por una parte, la comprensión de las relaciones en el problema y por otra, la manipulación de las ecuaciones. Identificar y discutir sobre esas dificultades permite enfocar mejor los elementos de reflexión que deben considerarse para trabajar con problemas en clase y para favorecer la transferencia de problemas descritos en palabras hacia la escritura de expresiones algebraicas.
Palabras clave : aprendizaje del álgebra, enseñanza primaria y secundaria, dificultades en álgebra, problemas de repartición inequitativa, resolución de problemas matemáticos
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 1. Introduction [image: Retour au plan de l'article]
1 
Différentes recherches portant sur l'apprentissage de l'algèbre indiquent que les élèves présentent des difficultés à résoudre des problèmes de ce type (Adihou et al., 2015; Bednarz et Janvier, 1996; Chevallard, 1989; Da Rocha Falcão, 1996; Demonty, Fagnant, et Vlassis, 2015; Duval, 2000; Kieran, 1992; Lochhead et Mestre, 1988; Marchand et Bednarz, 2000). D'autres études montrent également que les élèves sont en mesure de résoudre différents types de problèmes algébriques avant tout enseignement de l'algèbre (Adihou et al., 2015; Bronner, 2015; Câmara dos Santos et Oliveira, 2010; Oliveira et Rhéaume, 2014; Smith et Thompson, 2008). En tant que chercheures, nous nous questionnons à savoir si les habiletés des élèves et les difficultés rencontrées pour résoudre des problèmes algébriques sont les mêmes avant et après l’apprentissage de l'algèbre à l’école.

2 
Par ailleurs, depuis les études fondamentales sur l'apprentissage de l'algèbre dans les années 1990-2000 (Bednarz et Janvier, 1996; Kieran, 1991; Marchand et Bednarz, 2000; Radford et Grenier, 1996; Radford, 1996), une nouvelle vague de recherches s'intéresse à cet apprentissage. Ces nouvelles études sont motivées, entre autres, par différentes réformes et programmes d'études qui ont été depuis mis en place. Ces programmes préconisent une compréhension chez l’élève basée sur la recherche de sens et le développement d'une pensée algébrique dès le début du primaire afin de faciliter le passage vers des mathématiques plus formelles. Par exemple, le programme du Brésil indique qu'au primaire certaines dimensions touchant le travail algébrique doivent être abordées (les régularités, la généralisation et les propriétés de l'égalité) sans avoir recours à l'utilisation des lettres. Tandis qu'au secondaire, les élèves seront amenés à comprendre les différents sens des variables numériques et à établir la généralisation d'une propriété, entre autres (Ministério da educação, 2017). Quelques études récentes s'intéressent plus particulièrement à l'apprentissage précoce de l'algèbre (Early Algebraization) (Cai et Knuth, 2011a; Kaput, Carraher, et Blanton, 2008) comme moyen de développer la pensée algébrique au primaire et, par conséquent, de faciliter l'apprentissage de l'algèbre à l'école secondaire. De notre côté, cette nouvelle vague nous amène plutôt à investiguer le développement de la pensée algébrique par la résolution de problèmes dans le contexte québécois où l’introduction de l'algèbre a lieu au début du secondaire (13-14 ans). Ceci permet d'identifier les difficultés et les habiletés à résoudre des problèmes en algèbre avant et pendant son introduction au secondaire auprès des élèves de la fin du primaire (6e année) et du début du secondaire (secondaires 1 et 2).

 2. Enjeux liés à l'apprentissage de l'algèbre [image: Retour au plan de l'article]
3 
À ce jour, différentes recherches ont fait ressortir des enjeux liés à l'apprentissage de l'algèbre. Quelques chercheurs ont étudié les difficultés d'un point de vue épistémologique (Artigue, 2012; Chevallard, 1989; Kieran, 1992). Ils ont mis en évidence l'existence d'une certaine rupture entre les raisonnements arithmétique et algébrique qui peut se traduire par la non-compréhension du sens de l'égalité ou encore une non-reconnaissance de la structure algébrique et qui fait en sorte que les élèves manipulent les relations par des procédures arithmétiques souvent familières, mais pas toujours appropriées à la résolution des situations proposées. Ceci étant dit, plusieurs élèves sont aussi en mesure de résoudre ce type de problème au moyen de procédures arithmétiques correctes.

4 
Il est important de situer le raisonnement algébrique et la procédure algébrique pour contextualiser cette étude. Bednarz et Charbonneau (1992) caractérisent le raisonnement algébrique d'après le type d'engagement dans le problème, la distance prise lors du traitement des grandeurs et des contextes, la considération de certaines règles générales de manipulation qui guident la résolution, la désémantisation du langage, le type de réflexion sur le nombre et les opérations et le caractère analytique du raisonnement et de la recherche d'un procédé général. La mise en place de tous ces éléments caractérise la procédure algébrique.

 2.1 Différentes procédures possibles [image: Retour au plan de l'article]
5 
Certaines études ont répertorié des procédures mises en place lors de la résolution des problèmes algébriques (Bednarz, Janvier, Mary, et Lepage, 1992; Câmara dos Santos et Oliveira, 2010; Oliveira et Câmara dos Santos, 2011). Par ailleurs, les résultats d'une étude antérieure (Oliveira et Rhéaume, 2014) amènent un autre élément à considérer lors de l'étude des procédures identifiées. Ce que nous entendons par «explicitation des relations», ce sont les traces laissées par l'élève qui indiquent de quelle manière ces relations sont mobilisées. L’élève prend des notes ou retranscrit les relations, symbolise et dessine des flèches afin de représenter explicitement les relations. Ensuite, cette explicitation écrite est utilisée pour la construction des équations ou pour faire les calculs. Chaque procédure mobilisée par les élèves pour résoudre des problèmes de partage inéquitable est expliquée ci-dessous [1].
	Fait une division: L’élève divise le total connu par le nombre de sujets/objets
              présents dans l’énoncé du problème et attribue le résultat de cette division à l’un
              des sujets/objets ou parfois à tous les sujets/objets. Le résultat de cette division
              n'est nullement réinvesti dans l'établissement des relations présentes dans le
              problème. De notre point de vue, cette procédure mène nécessairement à une réponse
              erronée.

	Partage équitable: L’élève partage en parts égales la quantité totale donnée
              dans le problème par le nombre de sujets/objets qui la compose. Ensuite, il utilise
              cette «moyenne» comme point de départ pour appliquer les relations indiquées dans le
              problème et ainsi obtenir le nombre pour chaque sujet/objet.

	Essai numérique: L’élève attribue un nombre de départ aux sujets/objets (pour
              l’une des valeurs recherchées), un certain état à partir duquel le total va pouvoir
              être reconstruit une relation à la fois. Nous distinguons deux types d’essais. Cette
              distinction précise la manière d’aborder le problème:
	Sans explicitation des relations (SER): Ce type d'essai illustre un travail
                  qui se centre d’abord sur des nombres. L’élève ne représente pas explicitement les
                  relations entre ces nombres.

	Avec explicitation des relations (AER): Ce type d'essai illustre un travail
                  qui se centre d’abord sur l’explicitation des relations entre les sujets/objets
                  pour ensuite entamer un travail sur ces nombres. Après quoi, l’élève essaie de
                  trouver les nombres qui respectent ces relations.



	Total comme source: En partant du total indiqué dans l’énoncé, l’élève applique
              les relations établies dans le problème pour trouver les nombres. Le travail sur les
              relations sert à contrôler les grandeurs en jeu et fait référence à un raisonnement en
              termes de parts. Nous distinguons deux types de procédures «total comme source» qui se
              différencient par la manière d’aborder le problème:
	État final (EF): L’élève se construit dès le départ, avant même de commencer
                  les opérations, une représentation globale des relations présentes dans le
                  problème. Ensuite, il identifie l’état final et l’utilise lorsqu’il opère sur le
                  total (la source).

	États intermédiaires (EI): À partir du total (la source), l’élève identifie
                  et applique les relations une à la fois et étape par étape (états intermédiaires).
                



	Algébrique: L’élève met en oeuvre de manière conjointe un certain nombre
              d’actions. D’abord, avant même de commencer les opérations, il se construit une
              représentation globale des relations présentes dans le problème. Ensuite, il dégage
              des structures algébriques et manipule ces expressions algébriques par le biais d’une
              notation symbolique. 

	Calcul quelconque: L’élève fait un calcul en utilisant un ou des nombres qui
              apparaissent dans l’énoncé du problème. Ce calcul n’est nullement lié aux relations
              dans le problème. 

	Non identifiée: L’élève n’écrit que la réponse ou nous ne sommes pas en mesure
              de reconnaître la procédure utilisée.



 2.2 Identifier et construire l'expression algébrique [image: Retour au plan de l'article]
6 
Un autre enjeu porte sur le fait que les élèves ne sont pas toujours en mesure d'identifier ou de construire l'expression algébrique associée à un problème présenté sous la forme d'un énoncé écrit (Demonty et al., 2015; Kaput et Sims-Kinght, 1983; Lochhead et Mestre, 1988; Oliveira et Rhéaume, 2014). Pour surmonter cette difficulté, Kaput et Sims-Kinght (1983) insistent sur l'importance de favoriser l'usage de mathématiques de plus en plus formelles afin de développer des habiletés à traduire à partir de différents systèmes de représentation. Leurs propos rappellent la distinction à faire entre la capacité de mettre en jeu un raisonnement mathématique approprié et l’habileté à construire des expressions traduisant les mêmes raisonnements mathématiques. Ces habiletés sont étroitement liées à d'autres systèmes de représentation, dont le langage.

7 
Le besoin de développer les habiletés liées à la traduction nous rappelle la difficulté liée au passage d'un mode de représentation à un autre. Ainsi, une des conséquences de cette difficulté serait que les élèves ne sont pas en mesure de dégager les relations. Une autre conséquence serait qu'ils ne verraient pas ou perdraient de vue l’enchaînement des relations du problème. Cette difficulté rejoint les résultats des travaux d'autres chercheurs (Bednarz et Janvier, 1996; Booth, 1984, 1988; Hitt, 2004; Kieran, 1992) où la traduction des données présentées en langage naturel s'avère être une tâche très ardue pour les élèves.

 2.3 Différentes difficultés possibles [image: Retour au plan de l'article]
8 
D’autres recherches (Artigue, 2012; Bednarz et Janvier, 1994; Cai et Knuth, 2011a, 2011b; Kieran, 1991, 1992, 2007; Marchand et Bednarz, 1999) suggèrent qu'il faut davantage faire travailler les élèves sur la compréhension de la structure du problème. Comme le soulignent Cai et Knuth (2011b), l'apprentissage de l'algèbre se doit d’aller au-delà de l’efficacité avec les opérations arithmétiques vers une explicitation des structures sous-jacentes. Ces pistes rejoignent les résultats concernant les difficultés identifiées chez les élèves. 

9 
La revue de littérature (Booth, 1984; Demonty et al., 2015; Kaput et Sims-Kinght, 1983; Lochhead et Mestre, 1988; Vlassis et Demonty, 2000; Vlassis, Fagnant et Demonty, 2015) a permis d’identifier plusieurs difficultés pouvant influencer la résolution d'un problème algébrique. Ces difficultés sont associées à différents moments de la résolution. Chaque difficulté est expliquée dans le tableau 1.

[image: Liste de difficultés identifiées] Tableau 1 Liste de difficultés identifiées
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10 
L’étude des habiletés et des difficultés lors de la résolution de problèmes algébriques s’avère féconde pour identifier et clarifier les enjeux vécus par les élèves lors des premiers apprentissages de l'algèbre. La résolution de problèmes fait appel à la mise en place des relations et offre une certaine latitude aux élèves quant aux choix des procédures.

 3. Recueil et analyse de données   [image: Retour au plan de l'article]
 3.1 Recueil de données [image: Retour au plan de l'article]
11 
Afin de documenter les procédures mobilisées par les élèves avant et après l’introduction de l’algèbre ainsi que les difficultés qu’ils peuvent rencontrer, nous avons proposé à des élèves de résoudre individuellement six problèmes de partage inéquitable. Au total, 352 élèves, dont 61 de 6e année (11-12 ans), 140 de 1re secondaire (12-13 ans) et 151 de 2e secondaire (13-14 ans), ont participé à l’étude. Ces élèves proviennent de huit écoles (une école privée et sept écoles publiques) de la région de Québec. Toutes les écoles participantes sont situées dans des milieux socioéconomiques similaires. Cette recherche descriptive est l’occasion de porter une attention particulière au travail des élèves en termes de procédures mobilisées et de difficultés rencontrées.

 3.2 Différents types de problèmes [image: Retour au plan de l'article]
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Les six problèmes proposés dans ce questionnaire sont inspirés des problèmes déjà étudiés dans d'autres recherches portant sur le partage inéquitable (Bednarz et Janvier, 1994, 1996; Câmara dos Santos et Oliveira, 2010; Marchand et Bednarz, 1999, 2000; Oliveira et Câmara dos Santos, 2011). 
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Pour favoriser l’engagement des élèves dans cette activité, le premier problème présente seulement une relation. Comme il ne comporte qu’une seule relation, ce problème ne sera pas analysé. Les autres problèmes comportent tous deux relations et sont présentés de manière aléatoire dans le questionnaire. 

[image: Structure de problèmes donnés aux élèves] Tableau 2 Structure de problèmes donnés aux élèves

 [Voir la liste des
            tableaux] 
 3.3 Analyse des données [image: Retour au plan de l'article]
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Les productions des élèves ont fait d’abord l’objet d’analyses quantitatives: celle de la variance du taux de réussite et celle des procédures mobilisées. Ensuite, nous avons examiné les procédures mises en place ainsi que les difficultés rencontrées par les élèves par le biais d’une analyse qualitative. Les catégorisations ont été réalisées en fonction des procédures et des difficultés déjà répertoriées précédemment dans cet article.

 4. Résultats [image: Retour au plan de l'article]
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Afin de situer les élèves, nous présentons d'abord le taux de réussite par problème. Ces résultats permettent d'établir des distinctions entre les trois niveaux scolaires puis d'identifier les problèmes que les élèves réussissent mieux à chacun des niveaux. Ensuite, nous présentons les procédures privilégiées pour l'ensemble des élèves et les principales difficultés dégagées.

 4.1 Le taux de réussite [image: Retour au plan de l'article]
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La figure 1 permet d’observer le taux de réussite chez les élèves pour chacun des problèmes.

[image: Taux de réussite des élèves ayant répondu les problèmes 2 à 6 selon le niveau scolaire] Figure 1 Taux de réussite des élèves ayant répondu les problèmes 2 à 6 selon le niveau
            scolaire

 [Voir la liste des
            figures] 
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D’une part, il n'est pas surprenant d’observer que les élèves du secondaire réussissent mieux que les élèves du primaire, et ce, pour chaque problème. Puisque le taux de réussite augmente du primaire au secondaire, le niveau scolaire semble jouer un rôle dans la réussite des problèmes de partage inéquitable. Néanmoins, il y a une différence significative entre le taux de réussite des élèves de 6e année et des élèves de secondaire 2 seulement pour les problèmes 3 (z = -2.4421 et p = 0.014) et 4 (z = -3.4756 et p = 0.000). Une différence significative pour seulement deux des cinq problèmes atténue l'écart entre ces deux niveaux scolaires. Nous pouvons même affirmer que la figure 1 illustre une progression attendue en ce qui concerne l'apprentissage de l'arithmétique due à l'expérience, l'âge et la scolarisation. Nous observons avec surprise que les taux de réussite des élèves de secondaire 1 et 2 sont très proches pour tous les problèmes et qu’il n'y a aucune différence significative entre ces deux niveaux. Étant donné que l’introduction explicite aux différentes notions de l’algèbre a commencé pour les élèves de 2e secondaire, on aurait pu s'attendre à un taux de réussite significativement plus élevé chez ces derniers.
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D'autre part, ces résultats illustrent que le problème 2 et le problème 3 sont les plus faciles à résoudre pour l’ensemble des élèves. Par niveau scolaire, il n’y a aucune différence significative entre ces deux problèmes. L’analyse des taux de réussite entre les différents problèmes nous permet d’observer une différence significative entre le problème 2, ayant le plus haut taux de réussite, et les problèmes 4 et 6, ayant les plus bas taux de réussite, et ce, pour chaque niveau scolaire (p < 0.05). En accord avec Marchand et Bednarz (1999), les problèmes de type source (problème 2 et 3) présentent un enchaînement moins complexe à résoudre que les problèmes de type combinaison ou puits (problème 4, 5 et 6). Le type d'enchaînement dans la structure algébrique des problèmes semble donc également jouer un rôle dans la réussite de ces problèmes.
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Les résultats illustrent que plusieurs élèves présentent des habiletés arithmétiques nécessaires à la résolution des problèmes de partage inéquitable avant l’introduction à l’algèbre. Ils pointent aussi le rôle que peuvent jouer, sur la réussite du problème, les variables imbriquées dans une structure algébrique de partage inéquitable. Par exemple, nous remarquons la complexité de l'enchaînement «puits» comme source de difficultés au problème 6. Nous remarquons aussi que lorsque des problèmes présentent un type d'enchaînement ayant deux relations de même nature (problèmes 3 et 5, multiplicative/multiplicative) ils sont généralement mieux réussis que ceux présentant des relations mixtes (additive/multiplicative). La mixité dans la nature des relations semble être un autre exemple de complexité qui s’ajoute au type d’enchaînement venant jouer sur le taux de réussite des élèves. Ce constat soulève l'importance de tenir compte de ces variables, de les diversifier, afin d’offrir des situations favorisant un travail sur des relations de natures différentes. Néanmoins, les résultats apportent d'autres questions en ce qui concerne le rôle de l'enchaînement et la nature des relations. Si nous comparons uniquement les problèmes 4 et 6 par niveau scolaire, nous remarquons que le problème 6 a un taux de réussite plus élevé que le problème 4 chez les élèves du primaire et qu'au contraire le problème 4 a un taux de réussite plus élevé que le problème 6 chez les élèves du secondaire. Il est important d'indiquer que le problème 6 est plus complexe que le problème 4. En effet, pour résoudre le problème 6, l’élève doit inverser les relations telles qu’elles sont présentées dans l'énoncé afin de construire l'équation. Dans l'énoncé, on peut lire par exemple «Pierre a 25 autos de moins que Jean». Pour résoudre le problème, l'élève doit voir cette relation comme étant: «le nombre d’autos de Pierre est égal au nombre d’autos de Jean plus 25». Tandis que dans le problème 4 les relations restent les mêmes. Par exemple, nous pouvons lire dans l'énoncé: «L’équipe B a marqué 20 points de plus que l’équipe A». Pour résoudre le problème, l’élève doit voir cette relation comme étant: «Le nombre de points de l’équipe B est égal au nombre de points de l’équipe A plus 20». La relation reste alors semblable.

 4.2 Les procédures privilégiées [image: Retour au plan de l'article]
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La figure 2 permet d’analyser l’utilisation de chaque procédure en fonction du problème présenté aux élèves.

[image: Procédures privilégiées par problème pour les élèves de 6e année et de 1er et 2e secondaire ayant répondu à la question] Figure 2 Procédures privilégiées par problème pour les élèves de 6e
            année et de 1er et 2e secondaire ayant répondu
            à la question

 [Voir la liste des
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Notons que le nombre d’élèves ayant répondu à la question diffère pour chaque problème, car nous avons pris soin de supprimer de l’analyse les élèves n’ayant pas réalisé le problème.

 4.2.1 Essai numérique [image: Retour au plan de l'article]
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L’essai numérique sans explication des relations (SER) est la procédure la plus utilisée par les élèves pour chaque problème. Plus le type de problème est complexe (composition ou puits), plus les élèves ont tendance à se tourner vers cette procédure: 32,74 % pour le problème 4 et 6. Selon ces résultats, il semble que la complexité de la structure du problème ait une influence sur la procédure privilégiée par les élèves. L'analyse du taux de réussite de cette procédure indique qu’elle mène généralement les élèves à la bonne réponse: 76,92 % pour le problème 2, 96,92 % pour le problème 3, 75 % pour le problème 4, 88,75 % pour le problème 5 et 61,96 % pour le problème 6. Même les élèves de secondaire 2 ont eu recours à cette procédure alors qu’ils ont été introduits à l’algèbre et plus précisément à la notation algébrique.
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L’autre variante de l’essai numérique, l’essai numérique avec explicitation des relations (AER), est moins utilisée par les élèves (entre 7 % et 12 % en fonction du problème), mais elle les mène également vers la réponse correcte: 76,92 % pour le problème 2, 96,97 % pour le problème 3, 63,89 % pour le problème 4, 82,76 % pour le problème 5 et 82,61 % pour le problème 6.
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Dans l’ensemble, la comparaison des résultats de l’essai numérique avec (AER) et sans (SER) explicitation des relations indique que l’explicitation des relations n’assure pas un plus grand taux de réussite chez les élèves, même si l’essai numérique mène majoritairement à une bonne réponse (problème 4 et 5). Nous pouvons envisager que le fait d'expliciter les relations lorsque le problème est plus complexe, comme dans le cas du problème 6, favorise la réussite chez l'élève.

[image: Résolution du problème 5 par essai numérique sans explicitation des relations] Figure 3 Résolution du problème 5 par essai numérique sans explicitation des
            relations
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[image: Résolution du problème 5 par essai numérique avec explicitation des relations] Figure 4 Résolution du problème 5 par essai numérique avec explicitation des
            relations

 [Voir la liste des
            figures] 
 4.2.2 Non-identifiée [image: Retour au plan de l'article]
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Dans cette catégorie, nous retrouvons les procédures dites «non identifiées», c’est-à-dire que nous ne sommes pas en mesure de reconnaître la procédure utilisée avec certitude ou que l’élève ne mentionne pour réponse qu’un résultat, correct ou non.

[image: Résolution du problème 5 par une procédure non identifiée] Figure 5 Résolution du problème 5 par une procédure non identifiée

 [Voir la liste des
            figures] 
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Toutefois, étant donné qu’en 2e secondaire un important pourcentage d'élèves se retrouve dans ce cas (37,67 % pour le problème 2, 35,04 % pour le problème 3, 36,36 % pour le problème 4, 33,33 % pour le problème 5 et 38,64 % pour le problème 6), nous avons classé dans le graphique ci-dessous (figure 6) les différentes réponses parmi quatre sous-catégories: les réponses correctes et incorrectes qui indiquent uniquement un résultat (réponse correcte et réponse incorrecte) ainsi que les réponses correctes et incorrectes provenant d’une procédure ne pouvant pas être identifiée avec certitude (non identifiée correcte et incorrecte). Cette analyse permet d’observer que la majorité des réponses indiquent uniquement le résultat (sans procédure illustrée), mais que ce pourcentage diminue en fonction du niveau de difficulté et du taux de réussite des problèmes.

[image: Répartition en pourcentage des procédures non identifiées en secondaire 2 par problème] Figure 6 Répartition en pourcentage des procédures non identifiées en secondaire 2 par
            problème

 [Voir la liste des
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En effet, nous observons pour le problème 2, qui est un problème bien réussi, que 54,55 % des réponses sont correctes avec uniquement le résultat, tandis que pour le problème 6, qui est plus complexe, nous observons ce type de réponse dans 29,41 %. Face à ces résultats, nous nous posons certaines questions auxquelles nous ne pouvons pas répondre. Ces problèmes sont-ils trop faciles pour un certain pourcentage d’élèves, ce qui faciliterait la mise en place d'un calcul mental? Les élèves ont-ils écrit leurs calculs sur une autre feuille?

 4.2.3 Total comme source [image: Retour au plan de l'article]
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Cette procédure se décline en deux variantes distinctes. Tout d’abord, un travail sur l’état final (EF) où l’élève prend en considération l’ensemble des relations présentes dans le problème. À cet effet, la figure 7 illustre un raisonnement en termes de parts attribuées à chacun (x, 2x, 3x) puis une considération des relations entre elles pour établir un total de neuf parts pour l'ensemble des porte-clés. Nous remarquons que cette procédure est surtout utilisée dans la résolution des problèmes 3 (11,84 %) et 5 (8,71 %) (Figure 2). La nature homogène des relations pour ces deux problèmes (multiplicative-multiplicative) semble faciliter une vision d'ensemble des relations. L’autre variante de cette procédure, faisant appel à un certain nombre d’étapes intermédiaires (EI), est davantage utilisée pour la résolution des problèmes 2 (15,57 %) et 6 (12,46 %). L'exemple de la figure 8 illustre les différentes mises en relation exécutées l’une après l’autre. Ainsi, l'élève travaille sur des états intermédiaires.

[image: Résolution du problème 5 par la procédure total comme source état final (EF)] Figure 7 Résolution du problème 5 par la procédure total comme source état final
            (EF)

 [Voir la liste des
            figures] 
[image: Résolution du problème 3 par la procédure total comme source états intermédiaires (EI)] Figure 8 Résolution du problème 3 par la procédure total comme source états intermédiaires
            (EI)
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 4.2.4 Algébrique [image: Retour au plan de l'article]
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Puisque la plupart de ces élèves n'ont pas encore appris la notation algébrique à l'école, la procédure algébrique est minoritairement utilisée et n’apparaît qu'en 2e secondaire (2,10 % pour le problème 2, 1,64 % pour le problème 3, 1,42 % pour les problèmes 4 et 6 et 1,52 % pour le problème 5). Toutefois, nous remarquons que cette procédure engendre un taux de réussite variable: 57,14 % pour le problème 2, 80 % pour le problème 3, 25 % pour les problèmes 4 et 5 et 0 % pour le problème 6. Nous pouvons observer une diminution du taux de réussite en fonction de la structure du problème présenté. En effet, ces élèves ne semblent pas être en mesure d’utiliser une procédure algébrique face à un problème plus complexe.

[image: Résolution du problème 5 par la procédure algébrique] Figure 9 Résolution du problème 5 par la procédure algébrique

 [Voir la liste des
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 4.2.5 Partage équitable [image: Retour au plan de l'article]
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Cette procédure peut mener aussi bien à la réponse erronée qu’à la réponse correcte. Seul le taux de réussite du problème 3 (54,17 %) dépasse les 50 %. En effet, le taux de réussite des autres problèmes s’élève à 33,33 % pour le problème 2, 9,09 % pour le problème 4, 25 % pour le problème 5 et 6,67 % pour le problème 6. Nous remarquons que la structure des problèmes où la nature des relations est multiplicative-multiplicative (problèmes 3 et 5) semble favoriser une réponse correcte, mais cela ne semble pas être le cas lorsqu’il y a des relations additives. La figure 10 illustre ce que fait l'élève lorsqu’il mobilise cette procédure de manière correcte. L'élève partage le tout (270) d’abord de manière équitable pour avoir une idée, une moyenne par personne sur laquelle il s’appuie, pour ensuite être en mesure de jouer avec les nombres et les relations. Finalement, il applique ces relations afin de résoudre le problème.

[image: Résolution du problème 5 par la procédure partage équitable] Figure 10 Résolution du problème 5 par la procédure partage équitable

 [Voir la liste des
            figures] 
 4.2.6 Division [image: Retour au plan de l'article]
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L’utilisation de cette procédure mène nécessairement à une réponse erronée. L’exemple de la figure 11 illustre une simple division, un partage des porte-clés pour les trois personnes, sans ensuite prendre en considération les relations multiplicatives nécessaires à la résolution du problème. Cette procédure est très peu utilisée par l’ensemble des élèves (4,79 % pour le problème 2, 7,24 % pour le problème 3, 8,19 % pour le problème 4, 6,82 % pour le problème 5 et 3,91 % pour le problème 6). Les pourcentages indiquent qu'elle a été principalement utilisée lors de la résolution du problème 4, problème avec le taux de réussite le plus faible. Une analyse plus poussée de la répartition des procédures par niveau scolaire indique que cette procédure est majoritairement utilisée par les élèves du primaire, et ce, pour chaque problème. Cela pourrait traduire une incompréhension des relations du problème due au niveau scolaire des élèves ou le fait de s’accrocher à une procédure arithmétique plus familière dans le cas des élèves du secondaire.

[image: Résolution du problème 5 par la procédure division] Figure 11 Résolution du problème 5 par la procédure division
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 4.2.7 Calcul quelconque [image: Retour au plan de l'article]
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Le fait d'utiliser les nombres présents dans l'énoncé pour faire une opération quelconque démontre le peu de compréhension de l'élève vis-à-vis du problème.

[image: Résolution du problème 5 par la procédure calcul quelconque] Figure 12 Résolution du problème 5 par la procédure calcul quelconque
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D'une façon générale, nous pouvons observer que les élèves tant du primaire que du secondaire participant à notre étude sont en mesure de résoudre plusieurs des problèmes proposés. Leurs résolutions reposent avant tout sur des habiletés arithmétiques. En ce sens, ces élèves privilégient la procédure d'essais numériques comme moyen pour résoudre les différents problèmes. Nous pouvons noter également que même si les élèves de secondaire 2 ont déjà été introduits à l'algèbre et à l'écriture algébrique, ils mobilisent très peu cette procédure pour résoudre les problèmes proposés.

 4.3 Les erreurs et les difficultés identifiées [image: Retour au plan de l'article]
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Cette partie porte sur l’analyse des difficultés identifiées parmi les productions des élèves. Dans la mesure du possible, l’analyse sera suivie d’un exemple issu d’une procédure arithmétique (essai numérique, total comme source, division, partage équitable) et d’un exemple issu d’une procédure algébrique.

 4.3.1 Identifier et comprendre les relations [image: Retour au plan de l'article]
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Il s’agit d’une des difficultés qu’un élève peut rencontrer lors de la résolution d'un problème. Cette difficulté provient du passage du langage naturel vers une interprétation mathématique. Après la lecture du problème, l’élève ne dégage pas correctement les relations. La procédure de division, où l'élève divise le nombre total selon le nombre de personnages dans le problème, est un exemple de fausse interprétation ou de non-compréhension des relations sous-jacentes en jeu dans le problème.
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Dans le premier exemple (figure 14), l’élève utilise une procédure algébrique, mais il ne dégage pas correctement toutes les relations du problème. Il a correctement indiqué que Pierre a 25 de moins que Jean et 15 de moins que Claudio. Comme l'élève a expliciter cette relation, on pourrait croire qu'il a bien compris les relations du problème. Néanmoins, la manière par laquelle il représente Jean et Claudio (les deux sont représentés par l’inconnue x) et par laquelle il construit l'équation nous indique qu’il a copié littéralement l'énoncé du problème et qu’il n’est pas en mesure de faire les transformations pour identifier l’inconnue. La bonne résolution du problème demanderait plutôt la mise en place des relations suivantes pour représenter les quantités de Jean et Claudio.

[image: Présentation de la structure «puits» du problème 5] Figure 13 Présentation de la structure «puits» du problème 5

 [Voir la liste des
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Nous pouvons observer que toute la résolution du problème est erronée à la suite de cette interprétation des relations.

[image: Exemple algébrique: l'élève ne dégage pas correctement les relations] Figure 14 Exemple algébrique: l'élève ne dégage pas correctement les relations
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Une analyse plus approfondie de cette difficulté nous a permis d'observer que certains élèves n’explicitent pas les relations du problème par écrit et parviennent à obtenir la bonne réponse, tandis que d’autres explicitent les relations par écrit et n’obtiennent pas la bonne réponse (figure 15).

[image: Répartition des élèves qui explicitent ou non les relations en fonction de la réussite du problème] Figure 15 Répartition des élèves qui explicitent ou non les relations en fonction de la
            réussite du problème
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Nous notons que la majorité des élèves n’explicite pas les relations et détermine tout de même une réponse correcte: 46,6 % pour le problème 2, 48,6 % pour le problème 4, 33,5 % pour le problème 4, 38,9 % pour le problème 5 et 28,1 % pour le problème 6. Ces pourcentages diminuent lorsqu’il s’agit d’un problème plus complexe (problèmes 4 et 6). Nous observons également que parmi les élèves qui obtiennent une réponse incorrecte les plus nombreux sont ceux qui n’explicitent pas les relations. Nous formulons l’hypothèse que l’explicitation des relations n’est pas un gage de réussite et que la majorité des élèves résolvent les problèmes sans explicitation. Cependant, elle a tout de même une influence sur l’échec de la résolution des problèmes, car le pourcentage de réponses incorrectes est plus faible avec l’explicitation des relations. L’explicitation des relations pourrait favoriser un certain contrôle sur l’interprétation du problème. Ceci étant dit, il faut être prudent lorsqu'on parle d'explicitation des relations en laissant sous-entendre qu'il y a eu compréhension des relations. En effet, l'explicitation pourrait être le fruit d'une transcription directe de l'énoncé sans qu'une réelle compréhension des relations soit en jeu (voir figure 9 et 14). Dans l’ensemble, les données indiquent que la réussite semble davantage reposer sur le fait que l’élève puisse interpréter et dégager correctement les relations plutôt que sur le fait qu’il les explicite, même si cette explicitation semble réduire le taux d’échecs. Si nous examinons à nouveau les figures 9 et 14, nous remarquons que c'est lors de la mise en équation que l'incompréhension des relations se manifeste davantage. Nous pouvons croire que si l'élève les avait effectivement comprises il n'aurait pas accepté le résultat obtenu au moment de retourner aux relations afin d'indiquer la valeur associée à chaque personne (M=135, R=90 et A=45 à la place de M=30, R=60 et A=180). Ce qui nous amène à la difficulté suivante qui touche la mise en équation des relations.

 4.3.2 Construire et manipuler l’égalité [image: Retour au plan de l'article]
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Une fois les relations identifiées, certains élèves ne sont pas en mesure de les manipuler dans une équation pour résoudre le problème. À la suite de l’analyse des productions écrites des élèves, nous avons remarqué que ce sont principalement ceux qui mobilisent une procédure algébrique qui rencontrent ce type de difficulté. La difficulté réside dans le fait d’être en mesure de construire une égalité à partir des relations puis de la manipuler pour résoudre le problème.
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Dans l’exemple suivant (figure 16), l’élève est capable de dégager correctement les relations du problème. Par contre, il n’est pas en mesure de construire une égalité algébrique qui traduit les relations et il commet des erreurs d’écriture. En effet, lorsqu’il additionne les x+x+x+x, il indique x4 comme réponse. Il ne respecte pas les règles et les conventions d’écriture d’expressions algébriques. De plus, il n’égalise pas la somme au total de 260 points et ne crée donc pas une égalité. L’élève résout de manière arithmétique, une étape à la fois (260-60=200, puis 200 qu’il divise par 4), ce qui indique qu’il ne manipule pas l'égalité dans son ensemble de façon algébrique. Notons aussi que le sens que l'élève attribue au x4 est celui de 4x. Ceci étant dit, cette erreur, dans le cas de ce problème, n'empêche pas l'élève d'obtenir la bonne réponse.

[image: Exemple algébrique: erreur de construction de l'équation] Figure 16 Exemple algébrique: erreur de construction de l'équation
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 4.3.3 Opérer sur les relations [image: Retour au plan de l'article]
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Certains élèves ne construisent pas d’égalité algébrique ou arithmétique. Ils opèrent par conséquent directement sur les nombres présents dans le problème. Cette façon de faire est identifiée surtout chez les élèves privilégiant une procédure arithmétique (sauf total comme source état final). Dans ce cas-ci, le défi qu'ils rencontrent porte sur l'association des relations identifiées avec des opérations arithmétiques puis sur le fait de les respecter tout au long du processus. Ainsi, lorsque l'élève met en place une procédure arithmétique, il doit garder les relations en tête tout au long du processus de résolution. Ce besoin peut provoquer des erreurs dans la démarche de l'élève, mais les difficultés à garder les relations en tête lors de la mise en place d'une procédure arithmétique ne peuvent pas être considérées comme étant une difficulté associée à l’apprentissage de l’algèbre. Il s'agit plutôt d'une difficulté associée à la procédure privilégiée.

[image: Exemple arithmétique: erreur de calcul ou oubli des relations] Figure 17 Exemple arithmétique: erreur de calcul ou oubli des relations
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Dans l’exemple ci-dessus (figure 17), l’élève n’explicite pas par écrit les relations, mais il les applique correctement à la première ligne de son tableau d’essais numériques (50, 25 et 40). Cependant, lorsqu’il recherche la bonne combinaison de nombres, il perd de vue les relations et commet une erreur à la deuxième ligne (60, 30 et 45) et à la troisième ligne (70, 35, 50).

 4.3.4 Retourner aux relations [image: Retour au plan de l'article]
44 
Une autre difficulté que peut rencontrer un élève, peu importe la procédure mobilisée (algébrique ou arithmétique), est le retour aux relations. Cette difficulté est illustrée, d'abord, dans l’exemple algébrique ci-dessous (figure 17). En effet, l’élève détermine avec précision les relations ainsi que la valeur de x dans l’expression algébrique. Cependant, au moment de contextualiser sa réponse, il n’applique pas correctement les relations et donne une réponse erronée. Lors d’une procédure algébrique, l’élève se dégage des relations le temps de la manipulation. Il doit ensuite contextualiser la solution au moment de formuler la réponse. C'est lors de ce retour que la difficulté peut faire surface.‌

[image: Exemple algébrique: erreur de retour aux relations] Figure 18 Exemple algébrique: erreur de retour aux relations
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[image: Exemple arithmétique: erreur de retour aux relations] Figure 19 Exemple arithmétique: erreur de retour aux relations
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Dans l'exemple ci-dessus (Figure 19), l'élève a identifié les relations au départ. L’explicitation des relations pourrait nous laisser croire que l’élève les comprend. Néanmoins, la suite de ses calculs nous laisse penser que les relations explicitées pourraient être le fruit d'une transcription directe de l'énoncé. Notons que, malgré le fait qu’il y ait une erreur par rapport à la valeur attribuée à Frédéric (20 au lieu de 10), au moment d’identifier les autres valeurs du problème (retourner aux relations), l’élève ne respecte pas les relations qu’il a identifiées au départ.

 4.3.5 Lorsque plusieurs difficultés se rencontrent [image: Retour au plan de l'article]
46 
L’exemple qui suit illustre les multiples défis qu’implique la résolution de problèmes algébriques chez les élèves. À travers les réponses de l’élève (13, 28 et 26) présentées à la figure 19, nous pouvons supposer a priori qu’il voit et applique les relations qui existent entre Frédéric, Roger et Lucie. En effet, dans la reconstruction des résultats dans le tableau, l’élève ajoute bien 15 au nombre d’albums de Frédéric pour obtenir le nombre d’albums de Lucie et a bien doublé le nombre d’albums de Frédéric pour obtenir le nombre d’albums de Roger. Toutefois, une vue d’ensemble de la résolution (d’abord, il soustrait correctement 15 de 55 puis il divise l’état par 3 et non par 4) nous indique qu’il ne traduit pas le problème correctement lors de la construction des égalités qu’il manipule une à la fois (procédure Total comme source EI). Nous ne savons pas s’il perd de vue l’une des relations ou s’il interprète incorrectement le problème au moment d’écrire ce calcul. Autrement dit, il voit les relations au moment où il reconstruit les états, mais n’est pas en mesure de les traduire sous forme d’équation.

[image: Premier exemple de difficultés multiples] Figure 20 Premier exemple de difficultés multiples
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Cet exemple présente à la fois la difficulté d’interpréter (÷ 4) ou de maintenir les
          relations (enchaînement), de traduire cette interprétation en une seule égalité
          (55-15) ÷ 4 = x, mais aussi de retourner aux relations (ici, le total 55) en fin de
          résolution. En effet, il en vient à perdre de vue le total puisque
          13 + 28 + 26 = 67.

48 
Lorsque nous analysons l'exemple 2 (figure 21), nous remarquons que l'élève présente également différentes difficultés tant pour dégager l’enchaînement des relations (C = x: 2 au lieu de C = 2x + 40) que pour construire et manipuler l'équation ainsi qu'une difficulté associée au retour aux relations.

[image: Deuxième exemple de difficultés multiples] Figure 21 Deuxième exemple de difficultés multiples
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 5. Discussion et conclusion [image: Retour au plan de l'article]
49 
Dans ce qui suit, nous reviendrons sur les trois principaux aspects abordés lors de la présentation des résultats: le taux de réussite des problèmes, les procédures mobilisées et les difficultés rencontrées.

50 
Pour le taux de réussite, les résultats permettent de constater que les élèves réussissent bien les problèmes proposés. Ils sont en mesure d’établir les relations qui sont mises en application parmi différentes procédures (arithmétiques ou algébrique). Néanmoins, certaines structures de problèmes s'avèrent plus complexes et ont une influence sur le type de procédure privilégiée. Il est également important de mentionner le peu de différence qu'il y a entre les élèves du secondaire. Contrairement à ce que l'on pouvait s'attendre les taux de réussite des élèves de secondaire 1 et 2 sont très semblables, et ce, malgré le fait que les derniers ont déjà été introduits formellement aux problèmes de structure algébrique et au contenu d’algèbre (notation, équation, inconnue, égalité). L’autre aspect concernant le taux de réussite porte sur la nature des relations. Celle-ci influence tant le taux de réussite que le type de procédure privilégié par les élèves. 

51 
Par rapport aux procédures, nous retenons que lorsque les relations du problème sont de nature multiplicative-multiplicative les élèves présentent une certaine tendance à utilise la procédure «Total comme source» état final. Étant donné que cette procédure fait appel à un raisonnement analytique et se rapproche par certains aspects d'une procédure algébrique (Oliveira et Rhéaume, 2014), il serait intéressant de présenter en classe des problèmes faisant appel à ce type de relations de manière à favoriser un rapprochement entre des procédures arithmétiques initiales des élèves et celle qui sera attendue lors de l'enseignement de l'algèbre.

52 
Ensuite, nous retenons que plus le problème est complexe, plus les élèves privilégient une procédure du type essai numérique. Il est possible que lorsque la structure du problème est plus complexe, les élèves cherchent des procédures avec lesquelles ils se sentent plus confortables. Ainsi, la procédure algébrique étant récente pour eux, ils la laisseraient de côté pour privilégier une procédure qu'ils maîtrisent mieux afin de se centrer sur les relations plus complexes. À cet effet, comme le mentionnent Bednarz et al. (1992), les procédures arithmétiques sont porteuses de sens chez les élèves, mais leur utilisation pour résoudre des problèmes algébriques peut s'avérer ardue, car l’élève doit «garder en tête» toutes les relations, et ce, tout au long du processus de résolution (Oliveira et Rhéaume, 2014). Ceci témoigne du contrôle que les élèves ont sur leur activité mathématique, mais démontre également qu'ils ne font pas encore le passage vers des procédures algébriques et continuent d’utiliser une procédure qui est considérée loin du raisonnement algébrique.

53 
Les difficultés pouvant être rencontrées par les élèves demeurent les mêmes que celles identifiées dans la littérature. Ceci étant dit, cibler «la» difficulté à surmonter s’est avéré une tâche complexe alors que plusieurs scénarios s'entrecroisent. D'abord, il est possible d'identifier différentes difficultés chez différents sujets. Il est également possible d'identifier différentes difficultés chez un même sujet. Ces difficultés émergent à différents moments de la résolution du problème et sont guidées, entre autres, par la structure du problème et par la nature des relations qui sont établies. En ce sens, pour un enseignant, cibler adéquatement en cours d’apprentissage la ou les difficultés pouvant apparaître de manière simultanée lors de la résolution de problèmes peut s'avérer une tâche complexe.

54 
Pour les difficultés liées aux relations présentes dans les problèmes, un résultat qui nous saute aux yeux porte sur l'importance de bien comprendre les relations, de bien les traduire et d’être en mesure de retourner au contexte pour valider et interpréter la réponse numérique obtenue. Ceci n'oblige pas la mise en place d'une procédure algébrique, au contraire. Il est important de considérer aussi que l’explicitation des relations n'est pas garante d’une compréhension du problème. En ce sens, une piste pour le travail de l'enseignant serait de profiter des procédures du type «total comme source» pour faciliter l'entrée dans l'algèbre et réduire les erreurs liées au retour au contexte et aux opérations sur les relations. En effet, à certains moments, les élèves donnent l'impression d'avoir «compris» les relations parce qu’ils l'ont explicitées, mais nous soupçonnons que les traces écrites qui en témoignent ne soient parfois que le résultat d'une transcription directe de l'énoncé du problème. Nous avons aussi pu observer que certaines difficultés n'émergent que lorsque l'élève met en place une procédure algébrique comme celle de «construire et manipuler une égalité».

55 
Finalement, notre questionnement de départ concernait les habiletés et les difficultés des élèves liées à la résolution de problèmes algébriques. L’analyse des productions des élèves nous a amené à cibler davantage l'importance du travail et l’attention portée à l’identification de différents éléments intervenant dans la résolution du problème par l'élève. Parmi ces éléments nous identifions la compréhension des relations, la construction et la manipulation des égalités, l’opération et le retour aux relations. Alors, en tant qu’enseignant, être en mesure de cibler la manifestation de l’ensemble de ces difficultés chez ses élèves est l'une des pistes à considérer lors de l'enseignement. En somme, situer l’élève dans ses apprentissages en algèbre nécessite d’avoir en tête les imbrications possibles entre les connaissances acquises, les difficultés, les structures algébriques impliquées et les procédures privilégiées. La prise en considération de ces imbrications pourrait aider l'enseignant à mieux situer les acquis des élèves, à mieux comprendre les procédures mises en place ainsi qu’à mieux comprendre les erreurs de sources multiples pouvant être présentes dans leurs productions.
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[1] Des exemples des procédures seront présentés dans la section portant sur les
          résultats.
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1 
L’ouvrage dirigé par H. Knoerr, A. Weinberg et A. Gohard-Radenkovic aborde, comme son titre l’indique très justement, des dimensions politiques et pédagogiques de l’immersion française à l’université. L’approche immersive, qui consiste à acquérir une «langue seconde par l’entremise des matières enseignées» (p. 5), est apparue au Canada dans les années 1960, s’est répandue au primaire et au secondaire dans les décennies suivantes, puis, plus récemment, au niveau universitaire sous diverses formes. Pourtant, comme le font remarquer les auteures, il n’existait à ce jour aucun ouvrage de référence sur l’immersion en français au niveau universitaire (p. 2).

2 
En la matière, l’Université d’Ottawa fait figure de chef de file, comme cet ouvrage l’atteste. Cette université bilingue a instauré un «Régime d’immersion française» (RIF) dès 2006. Depuis, divers acteurs du régime ont procédé à son évaluation, de manière à en tirer diverses recommandations pour faciliter sa pérennité et en dégager les conditions d’un «modèle gagnant» (p. xvii et p. 467) d’immersion en langue seconde au niveau universitaire. Ce livre se veut donc, pour sa majeure partie, une analyse et une réflexion sur le RIF de l’Université d’Ottawa, dans l’intention qu’il serve «de cadre de référence pour d’autres établissements au Canada et dans le monde» (p. 15). Un élargissement de la réflexion à d’autres contextes est présent dans quelques chapitres.

3 
L’ouvrage s’ouvre sur une préface de Graham Fraser, commissaire aux langues officielles du Canada, et sur une introduction signée par l’équipe de direction éditoriale qui, ensemble, situent le contexte socio-historico-politique de l’immersion française au Canada et les objectifs de l’ouvrage, à savoir:
	Faire un état des lieux des politiques linguistiques et des aménagements par le
              gouvernement canadien en ce qui concerne l’immersion en français au palier
              universitaire;

	recenser les dispositifs d’immersion en français au niveau postsecondaire dans
              les universités canadiennes et plus particulièrement à l’Université d’Ottawa;

	présenter un recueil de témoignages des divers acteurs de l’immersion, soit les
              étudiants, les professeurs de langue et de discipline, et les administrateurs,
              relativement à leur expérience du dispositif d’immersion à l’Université d’Ottawa
              (p. 12-13).



4 
Les contributions sont ainsi regroupées en trois parties, allant du niveau macro au niveau micro. La première partie, sur les politiques linguistiques et les aménagements institutionnels pour l’immersion, contient cinq chapitres. Ceux-ci couvrent divers aspects macro: une description du cadre législatif fédéral, du contexte démographique et de la participation à différents programmes de français langue seconde dans les écoles de langue anglaise au Canada (chapitre 1); l’instauration du RIF, qui est la «réponse de l’Université d’Ottawa» (p. 46) aux défis politiques et linguistiques dans ce contexte (chapitre 2); quelques ancrages théoriques et didactiques de l’immersion (chapitre 3); un survol historique de différents modèles de l’immersion: informels et en contextes formels universitaires en Europe, aux États-Unis et à Ottawa (chapitre 4); trois formes de l’immersion française postsecondaire dans trois provinces canadiennes (chapitre 5).

5 
Les deuxième et troisième parties de l’ouvrage décrivent et analysent exclusivement le RIF de l’Université d’Ottawa, mettant en évidence ses forces et ses limites en les contextualisant.

6 
La deuxième partie s’attarde au niveau méso, celui de la mise en oeuvre sur le terrain (dispositifs, démarches et lieux) des décisions politiques et institutionnelles. L’Université d’Ottawa a engagé diverses ressources administratives, humaines et financières en matière de recrutement, d’évaluation des compétences linguistiques et d’encadrement des étudiants du RIF (chapitre 6). Les modalités d’apprentissage de la langue seconde en immersion sont typifiées selon trois axes (formel, semi-formel et informel) et les espaces d’apprentissage vont de la classe aux espaces virtuels, en passant par les niveaux universitaire, communautaire et international (chapitre 7). Les caractéristiques méthodologiques et didactiques de ce modèle immersif sont détaillées, avec un accent sur les cours d’encadrement linguistique, qui consistent en un accompagnement linguistique spécifique, par un professeur de langue, associé à un cours de discipline (chapitre 8). Cette partie du livre aborde enfin les pratiques collaboratives entre étudiants et les collaborations entre professeurs de langue et professeurs de discipline (chapitre 9); les modalités d’évaluation à l’admission, durant le cheminement et à la fin des études (chapitre 10); les dispositifs et outils de formation des acteurs de l’immersion (chapitre 11).

7 
La dernière partie «s’intéresse à l’immersion de l’intérieur, telle qu’elle est vécue au quotidien par ses différents acteurs» (p. 13) à l’Université d’Ottawa, soulignant les tensions et les défis quotidiens du régime, tout en étendant l’analyse à des dimensions biographiques, socio-anthropologiques ou psycho-organisationnelles. Les récits de vie et l’expérience d’administrateurs du régime (chapitre 12), l’expérience de professeurs de langue (chapitre 13), de professeurs de discipline (chapitre 14) et d’étudiants (chapitres 15 et 16) sont relatés et interprétés sur la base de données surtout qualitatives, s’appuyant sur des cadres théoriques divers. Les questions identitaires, la notion de mobilité et le contexte sociopolitique propre aux relations entre groupes linguistiques au Canada sont des thèmes récurrents de cette troisième partie de l’ouvrage.

 Point de vue [image: Retour au plan de l'article]
8 
Comme l’indiquent Weinberg et Hope, le RIF «constitue une expérience complète qui peut servir de cadre à quiconque souhaite mettre en place un tel dispositif dans son établissement et en réaliser le suivi» (p. 308). L’ouvrage fait effectivement un tour d’horizon fort complet du dispositif qu’est le RIF à l’Université d’Ottawa.

9 
À ce titre, il intéressera assurément les décideurs et administrateurs de programmes au sein d’institutions postsecondaires, qui devront bien entendu transposer les défis et les facteurs de succès du RIF aux «paramètres contextuels, institutionnels, universitaires, individuels» (p. 476) spécifiques à leur milieu. Les étudiants en didactique des langues, didacticiens chercheurs et professeurs – de langue seconde ou professeurs qui enseignent à des étudiants en immersion – y trouveront des éléments d’intérêt notamment dans les première et deuxième parties. La troisième partie concernera notamment les étudiants et chercheurs des sciences humaines qui s’intéressent aux dimensions socio-anthropologiques de la didactique des langues secondes et même à la psychologie organisationnelle en milieu universitaire.

10 
Certains chapitres ou passages pourraient par ailleurs s’adresser à l’administration de l’Université d’Ottawa, en particulier les défis et les recommandations formulées en plusieurs endroits pour favoriser la pérennité du RIF.

11 
Nous relevons un équilibre général entre, d’une part, la présentation du contexte ou, le cas échéant, du cadre théorique, et d’autre part des données et analyses utiles à la mise en place ou à l’amélioration d’un tel régime d’immersion au niveau postsecondaire. La cohérence d’ensemble est aussi à souligner, facilitée par le fait que plusieurs contributeurs signent plus d’un chapitre. Si la lecture de l’ensemble fait apparaître des répétitions, celles-ci sont justifiées par le fait que chaque chapitre est autonome.

12 
L’une des faiblesses de l’ouvrage, peut-être, réside dans le traitement plutôt sommaire d’autres modèles de l’immersion universitaire, ce qui pourrait laisser sur sa faim le lecteur cherchant à recenser «les» dispositifs d’immersion en français au niveau postsecondaire dans les universités canadiennes (première partie de l’objectif 2). À cet égard, la présentation de quelques formes d’immersion dans trois provinces et le survol des contextes états-unien et européen ne semblent pas atteindre totalement l’objectif. Par exemple, nous nous sommes étonnée de ce que les «démarches didactiques immersives» (p. 107) en France soient explorées, mais non les démarches semblables dans les universités du Québec.

13 
Hormis cette réserve, il nous semble que les objectifs que se sont donnés les directrices sont en grande partie atteints et que la consultation de cet ouvrage s’avère incontournable pour toute personne qui se penche sur ce champ en construction qu’est l’immersion en français à l’université.
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sont colorés et d'autres pas. Ces mosaiques sont de différentes tailles mais elles sont
toutes produites sur le méme modéle comme dans les exemples ci-dessous :

Mosaique réalisée 4 partir de ‘Mosaique réalisée 4 partir de
3 carés de couleur sur un coté 4 camés de couleur sur un coté
Antoine veut réaliser des mosaiques de différentes tailles. Pour prévoir le matériel, i

cherche un moyen de calculer le nombre de carrés blancs dont il aura besoin & partir du
nombre de carrés de couleur quiil veut mettre sur un coté de la mosaique.

1) Antoine voudrait réaliser une mosaique & partir de 5 carrés de couleur sur un Goté.
ATaide du matériel, construisez cette mos
Combien de petits carrés blancs sont-ls nécessaires pour réaliser cette mosaique?

2) Antoine voudrait réaliser une mosaique & partir de 7 carrés de couleur sur un cdté.
Cherchez cette fois un calcul qui lui permettra de trouver combien de carrés blancs
sont nécessaires dans ce cas.

3) Faites de méme pour une mosaique construite & partr de 32 carrés de couleur sur
un cote.

4) Trouvez un moyen qui permette de calculer, & chague fois, le nombre de carrés
blancs nécessaires pour réaliser une mosaique, quel que soit le nombre de carrés
colorés de cote.

5) Ecrivez ce moyen en langage mathématique.
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3) Voic un extait de manuel de CM2.

B oo
ol sns pose o mutications. Exple comment i
e e SRR

Bk 2009p 55
‘Comment expliqueriez vous e (ou es) procédeé(s) de calcul mental
atendu(s)pourlea) et f ) en classe ? En particuler, quelles iaces
crtes au tableau et/ o queldiscours oral envisageriez-vous ?

‘Selon vous, quelles connaissances mathématiques sous-tendent ces
procédes de calcul?
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2) Frédéric, Lucie et Roger ont ensemble SS albums de bandes dessinées. Lucie 15 albums de plus que Frédéric et
Roger e double boums de rédéic.Combien albums chacun 34417
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) Voicl un second extrait e manuel de CM2 sur la multplcation posée:

Muttiplication : technique usuelle

e a5

Ecrivez Iaréponse attendue & la question 2.0.7

‘Quel discours envisageriez-vous en casse pour expliauer cete dsposiion
de o mulipicaion de 483 par 67 sous forme de tableau 7
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5) Matha, Raphadt et A ont ensemble 270 pote-cs. Raphal 3 e double du nomre de porte s de Marth, et
‘Annea e il du nombrede prte-cs de Raphab Combende gt chacn 3447
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Probléme

Enchainement

Nature de relations

P1 : Paul et Claire ont ensemble 45 ans. Paul a 15 ans de

Ne s'applique

plus que Claire. Quel est 'age de chacun ? pas fslie

2 : Frédéric. Lucie et Roger ont ensemble 55 albums de
bandes dessinées. Lucie a 15 albums de plus que Frédéric Pa— Additive —
et Roger a le double d’albums de Frédéric. Combien Multiplicative
d’albums chacun a-t-il ?
P3 : Dans une école. 180 €leves pratiquent un sport. Le
nombre d’éléves qui pratiquent le soccer est le triple de
ceux qui pratiquent le volley et le nombre d’éléves qui Source Multiplicative —
pratiquent le basket est le double du nombre d’éléves qui Multiplicative
pratiquent le volley. Dans cette école. combien d’éléves
pratiquent chaque sport ?
P4 : Trois équipes de basket ont participé a la finale du
championnat. Ensemble, elles ont marqué 260 points. s

T i < ol s Additive —
L’équipe B a marqué 20 points de plus que I’équipe A et Composition el
I"équipe C a marqué le double de points de I’équipe B. Multiplicative

quIp q F quip
Combien de points chacune des équipes a-t-elle marqués?
P5 : Martha. Raphaél et Anne ont ensemble 270 porte-
clés. Raphaél a le double du nombre de porte-clés de Compesition Multiplicative —
Martha. et Anne a le triple du nombre de porte-clés de P Multiplicative
Raphaél. Combien de porte-clés chacun a-t-il ?
P6 : Jean. Pierre et Claudio ont ensemble 160 autos
miniatures. Pierre a 25 autos de moins que Jean et 15 autos . o~ -
Puits Additive — Additive

de moins que Claudio. Combien d’autos chacun d’entre
eux posseéde-t-il ?
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6) Trois équipes de basquet ont participé & a finale du championnat. Ensemble, elles ont marqué 260 points. L'équipe 8
2 maraué 20 ot de pus que i A e Féquipe . maraué e doutl d poits de FéuipeB. Combiende pos.

s e e mards? A0 Y +2(1+20)= 20
lequipe & - ¥+20 29+ 20427+ 40 = 260
Lequipeh = X Yyt 0 = 260
b?quec 2()“-203 " ©o 0.

uy = 209
Fep: T

¥ =50
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Exercice 1 : Voici une situation . s
a) Combien de points aura-t-on  I'étape 5 7 ecooe

. cee
b) Combien de points aura-t-on 4 'étape 107 Etapel  Etape2  Etape3
Exercice 2 : Ecrire une formule pour calculer le périmétre d’un carré

A

Exercice 3 : Caleuler le périmétre de cett figure ’/\‘\4 i
e
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6) Trois équipes de basquet ont participé 3 a finale du championnat. Ensemble, efles ont marqué 260 points. Uéquipe &
a marqué 20 pins de pius que Féquipe & et Féquipe Ca marqué e double e paints de Téauipe 8. Comisen de poins

chacune des éqipes -l moraués?
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