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1 
Dans le volume 2 de ce numéro spécial, les articles apportent de nouveaux éclairages sur les
          difficultés, stratégies et opportunités pour développer la pensée algébrique dès le
          primaire sans usage du langage littéral. Nous rappelons que trois composantes de la pensée
          algébrique sont particulièrement concernées dans ce développement: la tendance à dénoter
          les quantités, la tendance à généraliser et la tendance à raisonner de manière analytique
          (Lins, 1992; Bednarz, Kieran et Lee, 1996; Squalli, 2000; Radford, 2014). Si certains
          articles se situent clairement dans le courant de recherche et d’enseignement Early Algebra (Carraher et Schliemann, 2007; Radford,
          2018), d’autres s’ouvrent à une perspective plus large d’apprentissages de concepts
          mathématiques en lien avec l’arithmétique et l’algèbre. Comme pour le volume 1 de ce
          dossier thématique, les contributions s’inscrivent dans la recherche en didactique des
          mathématiques et se structurent de manière complémentaire et interactive autour des quatre
          axes définis dans le https://www.oipa.education/ que nous avons
          présentés dans le https://www.erudit.org/fr/revues/ncre/2017-v20-n3-ncre04255/:
	Axe 1: Fondements épistémologiques et didactiques de la pensée
              algébrique;

	Axe 2: Analyse et comparaison de curriculums officiels ou réels;

	Axe 3: Apprentissage des élèves;

	Axe 4: Enseignement et formation des enseignants.



 Les suites non numériques et le potentiel de la pensée algébrique chez les élèves du
        préscolaire [image: Retour au plan de l'article]
2 
Dans cet article, Boily et ses collaboratrices présentent des analyses d’entretiens menés dans le cadre d’une recherche collaborative (Desgagné, 1997) sur les suites non numériques (répétitives et croissantes) auprès de 18 élèves de quatre à six ans fréquentant le jardin ou la maternelle dans deux écoles de l’Ontario. Cette étude se place dans les perspectives dégagées par des chercheurs (Radford, 2012; Carraher et Schliemann, 2007; Kieran, 1992) sur la nécessité de l’introduction précoce de tâches stimulant une pensée algébrique pour prévenir les difficultés d’apprentissage de l’algèbre au niveau secondaire. Par ailleurs, ces chercheurs avancent que plusieurs éléments de la pensée algébrique sont sollicités lorsque l’élève est amené à réaliser des tâches sur les suites.

3 
Dans ce cadre, le ministère de l’Éducation de l’Ontario (2008) préconise l’étude des suites non numériques pour les élèves dès la maternelle (quatre ans) de manière à favoriser l’observation et l’analyse des régularités. Les recherches dans ce domaine sont peu nombreuses et ont amené les auteures à examiner le potentiel de l’élève de quatre à six ans pour réaliser des suites des figures géométriques à motifs répétitifs et croissantes en regard du développement de sa pensée algébrique. 

4 
La tâche consistait à présenter aux élèves trois modèles de suite. Dans un premier temps, les trois modèles de suites ont été présentés successivement à chaque élève individuellement en le questionnant sur ce qui doit «venir après». Dans un deuxième temps, on demandait aux élèves de construire leur propre suite. Dans un troisième temps, une intervenante questionnait l’élève pour l’inciter à réaliser la tâche suggérée dans le but de mieux appréhender le potentiel de l’élève. Cette méthodologie visait précisément l’identification des éléments (habiletés cognitives, démarches, erreurs des élèves) qui peuvent favoriser ou faire obstacle au développement de la pensée algébrique.

5 
Les auteures ont étudié les composantes d’une pensée algébrique en identifiant quatre
          niveaux de performance associée à la tâche à résoudre chez les élèves ainsi que les
          erreurs et les connaissances numériques interférant dans le processus d’analyse de telles
          suites. Cette étude leur a permis de caractériser le potentiel d’élèves du préscolaire
          dans la réalisation d’une tâche portant sur les suites non numériques et d’identifier des
          éléments pouvant contribuer ou entraver le développement d’une pensée algébrique.

6 
Cet article complète ainsi les niveaux d’étude du développement de la pensée algébrique pour les élèves de quatre à six ans par rapport au volume 1 de ce dossier thématique et propose plusieurs pistes de travail pour l’enseignant.

 Cadre d’analyse des raisonnements dans la résolution de problèmes algébriques de type
        partage inéquitable [image: Retour au plan de l'article]
7 
Dans cet article, Hassane Squalli et ses collaborateurs proposent un cadre d’analyse des
          raisonnements d’élèves dans la résolution de problèmes de partage inéquitable pouvant être
          utilisés au primaire et au début du secondaire. Cet article prolonge en quelque sorte
          l’article «Apprentissage de l’algèbre: procédures et difficultés rencontrées lors de la
          résolution de problèmes» d’Oliveira, Rhéaume et Geerts du volume 1 de ce dossier
          thématique, qui s’intéressait à la nature des procédures et des difficultés manifestées
          par des élèves avant et après leur introduction à l’algèbre (élèves âgés entre 11 et
          14 ans) dans la résolution de problèmes de partage inéquitable. Les auteurs mettaient déjà
          en évidence, pour ces types de problèmes, une variété de procédures utilisées par les
          élèves, notamment en lien avec leur «degré d’algébricité».

8 
Dans ce volume 2, les auteurs définissent un cadre d’analyse reposant essentiellement sur la considération de deux dimensions: le degré d’analycité du raisonnement et la nature du registre de représentation sémiotique des procédures (Duval, 1995). Les fondements épistémologiques de ce cadre d’analyse s’appuient tout d’abord sur une analyse du développement historique de l’algèbre. Par ailleurs, les chercheurs soulignent le caractère analytique de la pensée algébrique: dans le contexte de la résolution de problèmes, raisonner analytiquement consiste à opérer sur l’inconnue comme si c’était un nombre connu, procédant ainsi de l’inconnu vers le connu (Lins, 1992, 1993; Gascón, 1994; Bednarz, Kieran et Lee, 1996; Radford, 2010, 2108; Squalli, 2000). Le postulat pris dans cet article est qu’entre la catégorie des raisonnements non analytiques (degré d’analyticité nul) et celle des raisonnements analytiques (degré d’analyticité optimal) existe une autre catégorie de raisonnements riches sur le plan de la pensée mathématique, mais qui ne peuvent être catalogués comme analytique ou non analytique (degré d’analyticité non nul mais non optimal). Chacune de ces grandes catégories regroupe différents raisonnements se différenciant selon le degré d’analycité mais aussi selon le registre de représentation au sens de Duval (1995). Comme Hitt (2004) ainsi que Hitt et Passaro (2007), en plus de considérer les représentations sémiotiques institutionnalisées en mathématiques (algébriques, numériques, graphiques…), les auteurs prennent en compte différents registres intermédiaires (langagier, schémas, diagrammes…).

9 
Pour opérationnaliser ce cadre d’analyse, les auteurs ont analysé les réponses de 605 élèves
          de 48 classes du premier cycle du secondaire (âgés entre 12 et 14 ans) ayant participé à
          une enquête par questionnaire (https://www.erudit.org/fr/revues/ncre/2020-v22-n1-ncre05349/1070025ar). Ce travail a permis d’identifier des exemples
          prototypiques issus de productions d’élèves et d’illustrer les différentes catégories et
          sous-catégories de raisonnement pour résoudre des problèmes de partage inéquitable. Par
          ailleurs, l’application de ce cadre d’analyse illustre bien que l’enjeu du passage d’une
          démarche de résolution arithmétique de résolution de problèmes à une démarche de
          résolution algébrique ne réside pas dans le recours à la lettre et au registre algébrique,
          mais dans le caractère analytique du raisonnement mobilisé. 

 Nature analytique des raisonnements d’élèves au début du secondaire: qu’en est-il lors
        de la résolution de problème visant le développement de la pensée algébrique? [image: Retour au plan de l'article]
10 
Adolphe Adihou présente dans cet article les résultats d’une recherche visant à documenter
          la nature analytique des raisonnements mobilisés par les élèves de 12 à 14 ans du premier
          cycle du secondaire (première et deuxième secondaire) au Québec dans la résolution de
          problèmes de comparaison en vue du développement de la pensée algébrique. Cet article
          s’inscrit dans le prolongement de l’article précédent et se fonde ainsi sur le cadre
          d’analyse des raisonnements des élèves dans la résolution de problèmes de partage
          inéquitable (https://www.erudit.org/fr/revues/ncre/2020-v22-n1-ncre05349/1070024ar). Rappelons que cette
          grille propose de catégoriser les raisonnements selon deux dimensions, le caractère
          d’analycité et la nature du registre sémiotique de résolution, et se structure en trois
          grandes catégories de raisonnements: synthétiques, à tendance analytique
          et analytiques, ainsi que trois grandes
          catégories de registres de représentation: purement
            numérique, intermédiaire et
            algébrique. L’article propose plus
          spécifiquement une comparaison des procédures de résolution des élèves dans les problèmes
          de partage inéquitable entre la première et la deuxième secondaire en se centrant sur la
          dimension relative au caractère d’analycité. L’auteur étudie plus précisément les
          raisonnements de nature analytique et les stratégies algébriques utilisés par les élèves
          du premier cycle du secondaire avant et après l’introduction à l’algèbre en prenant en
          compte deux questions spécifiques: Quels sont les types de
            raisonnements de nature analytique produits par les élèves de première secondaire sans
            être initiés au symbolisme? Et, après l’introduction au symbolisme, les élèves
            réussissent-ils à utiliser des raisonnements analytiques?

11 
Le corpus utilisé comprend un questionnaire composé de 12 problèmes de comparaison déconnectés élaborés d’après la grille de Bednarz et Dufour-Janvier (1994). Le questionnaire a été soumis à des élèves du premier cycle du secondaire (première et deuxième secondaire) en mai-juin 2012 auprès d’écoles provenant de 7 commissions scolaires de différentes régions du Québec et 48 classes de premier cycle de 8 écoles secondaires. Les élèves de première secondaire n’ont pas reçu un enseignement sur la résolution de problème par l’algèbre, tandis que ceux du deuxième secondaire en ont reçu un. L’analyse porte sur 605 copies pour un échantillon de 1 993 résolutions: 863 (43,30 %) résolutions proviennent des élèves de première secondaire et 1 130 (56,70 %) de deuxième secondaire.

12 
Si comme on pouvait s’y attendre les résultats montrent la prépondérance des raisonnements
            synthétiques chez les élèves de première
          secondaire contrairement au cas des élèves de deuxième secondaire et une importance des
          raisonnements analytiques chez une majorité d’élèves de deuxième secondaire,
          l’opérationnalisation de la grille d’analyse présentée dans Squalli et al.
            (https://www.erudit.org/fr/revues/ncre/2020-v22-n1-ncre05349/1070024ar) fournit d’autres informations intéressantes. À titre d’exemple,
          la recherche montre que la manifestation des raisonnements de type sophistiqué comme le
          raisonnement de type fausse-position reste
          fragile. Ce type de raisonnement apparaît en première secondaire chez une petite
          proportion des élèves, mais disparaît complètement en deuxième secondaire. Ainsi, quand on
          confronte les élèves à des problèmes (déconnectés) avant l’introduction de l’algèbre, ils
          peuvent produire ces raisonnements à tendance analytique comme 15,99 % des élèves de première
          secondaire en ont produits. Cependant, ces élèves les délaissent dès l’introduction de
          l’algèbre formelle.

13 
Enfin, la recherche confirme les résultats de Bednarz et Dufour-Janvier (1994) sur le fait que l’introduction à la méthode algébrique conventionnelle de résolution peut faire obstacle à la manifestation d’autres types de raisonnements. Elle montre aussi la pertinence d’une perspective curriculaire du type Early Algebra et elle milite pour l’importance de plonger l’élève dans les activités mathématiques riches, de les confronter avec des problèmes déconnectés plus tôt, c’est-à-dire dès le primaire très tôt avant l’introduction de l’algèbre formelle, pour favoriser le développement de la pensée algébrique.

 Kaléidoscope sur l’accroissement des problèmes de mise en égalité dans les manuels
        scolaires québécois [image: Retour au plan de l'article]
14 
Mélanie Tremblay et Mireille Saboya proposent dans leur article d’étudier l’augmentation de problèmes dont la modélisation peut se traduire par une équation où l’on retrouve l’inconnue dans les deux membres de l’égalité dans les manuels de mathématiques québécois du premier cycle du secondaire et d’en rechercher les raisons justifiant cette augmentation. Après avoir précisé le contexte de leur étude, elles s’intéressent tout d’abord aux programmes des deux dernières réformes (1992 et 2003) et remarquent qu’au premier cycle du secondaire (13-14 ans), les visées en algèbre ne diffèrent pas du précédent programme, et poussent à ce que les élèves s’engagent dans un processus de modélisation où il y aurait traduction de l’énoncé d’un problème à l’aide d’une équation algébrique dont la résolution, au moyen de manipulations symboliques, conduirait à la recherche de la solution (Gouvernement du Québec, 2006).

15 
Pour cette étude les auteures s’appuient sur les résultats d’une étude comparative de ces
          problèmes qu’elles nomment «mise en égalité» et qui ont été recensés dans des manuels
          issus des réformes de 1992 et 2003. L’analyse se réalise à travers la démarche mise en
          place dans les travaux de Marchand et Bednarz (1999) en prenant en compte les classes de
          problèmes, les cadres en jeu ainsi que la représentation et le degré d’explicitation de la
          mise en égalité. Cette étude s’inscrit dans une démarche qualitative/interprétative
          (Savoie-Zajc, 2004) pour mieux comprendre les critères qui guident le choix des problèmes
          proposés dans les manuels scolaires du premier cycle du secondaire en
          mathématiques.

16 
Pour la réforme précédente, Mélanie Tremblay et Mireille Saboya utilisent les résultats
          tirés de l’étude des manuels de l’étude de Marchand et Bednarz (1999), notamment sur la
          résolution de problèmes visant l’introduction au raisonnement analytique. En particulier,
          de l’analyse des manuels de cette réforme (1992), elles retiennent plusieurs constats dont
          le fait que les problèmes de type partage inéquitable s’y retrouvent de façon majoritaire
          (Marchand et Bednarz, 1999). Ce qui montre encore leur importance dans les choix
          didactiques pour le développement de la pensée algébrique, même si l’article met au jour
          un changement, et le lien avec les deux articles précédents du volume 2 de ce dossier
          thématique sur l’axe 2 centré sur le curriculum et les manuels.

17 
Les manuels scolaires récents de la deuxième année du premier cycle (élèves de 13 ou 14 ans), et plus particulièrement les chapitres relatifs à la résolution de problèmes, constituent le corpus de données de cette recherche. Une comparaison entre l’analyse des manuels de la réforme des années 2003 et celle de la réforme de 1992 (menée par Marchand et Bednarz, 1999) met en évidence une rupture dans le type de problèmes proposés par les concepteurs des manuels scolaires de ces deux périodes et amène les auteures à distinguer des éléments de complexité dans les manuels des années 2000 qui interrogent l’enseignement et l’apprentissage de l’algèbre. Comparativement aux manuels de la précédente décennie, les auteures constatent qu’une place importante est dorénavant faite aux problèmes de mise en égalité pour chacune des collections étudiées. Alors que les problèmes de partage inéquitable sont majoritaires dans les manuels de la réforme de 1992, un mélange des types de problèmes se retrouve souvent dans un même énoncé pour les manuels d’après la réforme de 2003. Ces résultats permettent finalement de discuter de la transformation de l’activité de résolution de problèmes et de la nécessité, pour les enseignants, de considérer les choix faits dans nos plus récents manuels pour favoriser le recours au raisonnement analytique ainsi qu’au langage littéral dans la résolution des problèmes proposés. Pour les auteures, ces choix didactiques semblent motivés par le désir de favoriser l’expression d’un raisonnement analytique chez l’élève qui sera dominé par le recours à la modélisation à l’aide d’équations.

 Un modèle épistémologique de référence pour la recherche sur l’algèbre
        élémentaire [image: Retour au plan de l'article]
18 
L’article de Noemí Ruiz-Munzón, Marianna Bosch et Josep Gascón s’inscrit dans la théorie
          anthropologique du didactique (TAD) et propose comme outil d’analyse l’élaboration d’un
          modèle épistémologique de référence (MER). Les auteurs commencent par expliciter la
          nécessité d’un tel outil dans le processus de recherche en didactique (Bosch et Gascón,
          2005) et présentent la première phase d’une méthode de recherche utilisée en TAD appliquée
          au problème didactique de l’algèbre élémentaire dans l’enseignement secondaire obligatoire
          en Espagne. Ce questionnement est issu de l’analyse des processus transpositifs
          (Chevallard, 1985) qui ont conditionné l’état actuel de l’algèbre scolaire, et conduit les
          auteurs à se demander quel est le modèle épistémologique dominant dans cette institution
          (Bolea, Bosch et Gascón, 2001; Ruiz-Munzón, 2010). Pour répondre à cette question, Noemí
          Ruiz-Munzón, Marianna Bosch et Josep Gascón ont été conduits à créer un modèle de
          l’algèbre construit depuis la recherche, un modèle épistémologique de référence (MER), qui
          se veut un instrument d’analyse élaboré pour expliquer des limitations de l’algèbre
          enseignée et mettre en évidence les phénomènes qui en découlent. L’algèbre élémentaire
          dans ce MER y est interprétée comme un processus d’algébrisation de praxéologies
          mathématiques (Chevallard, 1999) déjà disponibles ou de praxéologies non mathématiques
          facilement mathématisables en termes d’opérations sur des grandeurs numériques ou
          géométriques (Bolea, Bosch et Gascón, 2001). Les auteurs présentent ainsi un MER du
          développement de l’algèbre scolaire qui s’inscrit dans un modèle plus large permettant
          d’articuler l’arithmétique, l’algèbre, les nombres relatifs, la modélisation fonctionnelle
          et le calcul différentiel. Cela les conduit à une construction explicite d’un MER
          alternatif à l’arithmétique généralisée, modèle dominant de l’algèbre élémentaire, en
          cohérence avec quatre indicateurs du degré d’algébrisation d’une praxéologie
          mathématique.

19 
Ce modèle prend comme point de départ les «programmes de calcul» (PC) et considère l’algèbre comme un processus de modélisation structuré en trois étapes. La praxéologie «arithmétique» où s’inscrit ce type de travail avec les PC atteint des limites à la fois techniques et théoriques pour résoudre certains problèmes, par exemple, pour pouvoir déterminer si deux PC sont ou non équivalents ou les comparer. Cette nouvelle pratique engendre le besoin de nouvelles techniques pour créer et simplifier des PC. Le passage à la seconde étape d’algébrisation apparaît alors lorsque les techniques de simplification et les équivalences entre PC ne suffisent pas pour résoudre des problèmes, par exemple lorsque les données à modéliser et les inconnues du problème apparaissent comme des relations entre quantités. Pour Noemí Ruiz-Munzón, Marianna Bosch et Josep Gascón, dans de nombreux pays l’algèbre scolaire se situe presque entièrement dans une sous-partie de cette seconde étape du processus d’algébrisation, avec un passage très rapide et partiel par la première étape, uniquement pour introduire les expressions algébriques et les techniques de simplification et développement. La troisième étape du processus d’algébrisation est, pour les auteurs, nécessaire lorsque disparaît la distinction entre inconnues et paramètres pour donner lieu à une praxéologie centrée sur la production, transformation et interprétation de formules. Elle joue un rôle essentiel dans la transition vers la modélisation fonctionnelle et le calcul différentiel, transition qui se produit sous une forme très abrupte dans l’enseignement secondaire, tout spécialement lors du passage du collège au lycée.

20 
Enfin, les auteurs illustrent la potentialité du MER construit pour la création et l’analyse de séquences didactiques dans la première étape du processus d’algébrisation en décrivant une ingénierie didactique centrée sur l’utilisation de l’outil algébrique en partant du travail d’exécution de PC dans le cas d’un type de problèmes arithmétiques simple – les jeux de mathémagie – afin de mener les élèves dans les différentes étapes du processus d’algébrisation. Cette première étape fait surgir des limitations qui motivent le passage de la première à la deuxième étape du processus d’algébrisation, puis à la troisième étape d’algébrisation qui suppose un changement radical du travail mathématique des élèves et une porte d’entrée vers la modèlisation algébrico-fonctionnelle (Ruiz-Munzón, Matheron, Bosch et Gascón, 2012).

21 
Cet article donne aussi un autre outil pour analyser les problèmes de «mise en égalité» qui ont fait l’objet d’étude comparative de manuels dans l’article précédent de ce volume 2 et pour prolonger ce type d’étude sur l’évolution du curriculum dans différents pays. 

22 
Nous partageons le point de vue de Noemí Ruiz-Munzón, Marianna Bosch et Josep Gascón sur l’importance d’expliciter un modèle épistémologique de référence pour l’algèbre élémentaire, et plus généralement sur la pensée algébrique, comme un outil descriptif pour analyser les types de problèmes, les praxéologies arithmétiques et algébriques qui sont enseignées et étudier leur écologie, et pour créer, expérimenter de nouvelles propositions d’enseignement pour mieux connaître les possibilités de modification de l’écologie des systèmes scolaires actuels.

23 
Comme on l’a indiqué au fur et à mesure des présentations, les articles de ce deuxième
          volume complètent ainsi les regards sur les différents axes (https://www.erudit.org/fr/revues/ncre/2017-v20-n3-ncre04255/1055725ar/) du numéro thématique sur la pensée algébrique.
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Résumé
Nous présentons dans cet article les analyses d’entretiens menés dans le cadre d’un projet pilote sur les suites non numériques (répétitives et croissantes) auprès de 18 élèves de 4 à 6 ans fréquentant le jardin ou la maternelle dans deux écoles de l’Ontario. Nous avons étudié les composantes d’une pensée algébrique en déterminant les niveaux de performance associée à la tâche à résoudre chez les élèves ainsi que les erreurs et les connaissances numériques interférant dans le processus d’analyse de telles suites. Cette étude nous a permis de caractériser le potentiel d’élèves du préscolaire dans la réalisation d’une tâche portant sur les suites non numériques et, conséquemment, d’identifier des éléments pouvant contribuer ou entraver le développement d’une pensée algébrique.
Mots clés : pensée algébrique, suite non numérique, erreur, maternelle, jardin

Abstract
Non-numerical sequences and the potential of algebraic thinking in preschool studentsIn this article, we present analysis of interviews conducted as part of a pilot project on non-numerical (repetitive and growing) sequences among 18 four- to six-year-olds enrolled in kindergarten or preschool in two French-language schools in Ontario. We studied the components of algebraic thinking by identifying the performance levels associated with the tasks to be solved by students, as well as the errors and interfering numerical knowledge in the process of analyzing such sequences. The study allowed us to describe the preschool students’ potential in performing a task related to non-numerical sequences, and, consequently, to pinpoint elements that may contribute to or hinder the development of algebraic thinking.
Keywords : algebraic thinking, error, kindergarten, non-numerical sequence, preschool

Resumen
Secuencias no numéricas y el potencial del pensamiento algebraico en alumnos de preescolarPresentamos en este artículo, los análisis de entrevistas llevadas a cabo en el marco de un proyecto piloto sobre secuencias no numéricas (repetitivas y crecientes) con 18 alumnos de cuatro a seis años que asistían a los jardines infantiles o al preescolar en dos escuelas de la provincia de Ontario. Hemos estudiado los componentes de un pensamiento algebraico identificando los niveles de desempeño asociados con la tarea a resolver por los alumnos, así como los errores y el conocimiento numérico que interfieren en el proceso de análisis de tales secuencias. Este estudio nos permitió caracterizar el potencial de los alumnos de preescolar para llevar a cabo una tarea relacionada con secuencias no numéricas y, en consecuencia, identificar elementos que pueden contribuir o dificultar el desarrollo del pensamiento algebraico.
Palabras clave : pensamiento algebraico, secuencia no numérica, error, jardines infantiles, preescolar
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 1. Introduction [image: Retour au plan de l'article]
1 
L’étude des régularités quantitatives et géométriques constitue un des domaines les plus importants en mathématiques (Kieran, 2014; Cai et Knuth, 2011). Dans plusieurs pays, les programmes de formation en mathématiques incluent des tâches concernant les suites non numériques dès la maternelle, notamment dans une visée de développement de la pensée algébrique (Moss et McNab, 2011). Des chercheurs (Radford, 2012; Carraher et Schliemann, 2007; Kieran, 1992) confirment la nécessité de l’introduction précoce de tâches stimulant une pensée algébrique pour prévenir les difficultés d’apprentissage de l’algèbre au niveau secondaire. À la suite de ces travaux, le ministère de l’Éducation de l’Ontario (2008) a préconisé le développement de la pensée algébrique pour les élèves dès la maternelle (quatre ans) dans son programme.
Les activités liées à la recherche de régularités encouragent les élèves à jongler
            avec les nombres et favorisent le développement de la pensée divergente et de l’esprit
            d’analyse, deux composantes importantes de la pensée mathématique. De plus, l’habileté à
            explorer les régularités est essentielle à l’étude de l’algèbre et de la
            géométrie.
p. 33


2 
Kieran (2004) soutient que l’introduction de l’étude des suites non numériques dans le
          programme d’éducation préscolaire favorise chez l’élève la construction de fondements
          utiles à l’étude de la notion de fonction dans les classes supérieures. Au niveau
          primaire, Squalli (2002) précise que l’intégration des tâches pré-algébriques n’a pas pour but l’enseignement de
          l’algèbre mais le développement d’éléments intervenant dans la pensée algébrique. À cet
          égard, l’étude des suites non numériques, selon le ministère de l’Éducation de l’Ontario
          (2008), est une façon d’amener l’élève à observer des régularités et analyser des
          relations; celles-ci faisant partie intégrante du raisonnement algébrique.

3 
Bien qu’il existe un certain nombre d’études scientifiques sur les suites non numériques à
          l’école primaire (p. ex. Markworth, 2012; Lee et Freinam, 2006), les recherches auprès des
          élèves de quatre et cinq ans sont assez rares. Par conséquent, les enseignants du
          préscolaire ne sont pas suffisamment outillées 1) pour percevoir les éléments d’une pensée
          algébrique présents dans les tâches sur les suites non numériques; ainsi que 2) pour
          interpréter les erreurs des élèves en lien avec leurs origines, celles-ci pouvant entraver
          la réussite de l’élève dans les tâches sur les suites non numériques. En outre, des
          connaissances sont nécessaires pour aider l’enseignant à soutenir l’élève dans le
          développement d’habiletés cognitives fondamentales au développement de la pensée
          algébrique.

4 
La présente étude a été réalisée dans le cadre d’un projet collaboratif dans une commission
          scolaire de l’Ontario où les chercheurs ont travaillé de pair avec les enseignantes et les
          conseillères pédagogiques. Le but étant de partir des questionnements des acteurs sur le
          terrain et d’explorer leurs avenues en privilégiant l’expérience de l’élève (Ministère de
          l’Éducation de l’Ontario, 2014). L’objectif pour les chercheurs était de soutenir les
          acteurs du milieu afin qu’ils aient une meilleure compréhension de l’apprentissage et des
          processus en cause dans l’appropriation de nouvelles connaissances pédagogiques (Ministère
          de l’Éducation de l’Ontario, 2014). Dans notre expérimentation, nous voulions examiner le
          potentiel de l’élève de quatre à six ans pour réaliser des suites non numériques en regard
          du développement de sa pensée algébrique.

5 
Une étude précédente (Boily, Lessard, Polotskia et Anwandter Cuellar, 2015) nous a permis d’identifier certaines composantes d’une pensée algébrique en développement chez les jeunes élèves. Il nous importait d’approfondir nos analyses en examinant les habiletés cognitives émergentes ainsi que les erreurs dans les tâches de construction des suites non numériques pouvant entraver la réussite de celles-ci. De plus, nous désirions également examiner les liens possibles entre les connaissances numériques et les éléments de la pensée algébrique. Enfin, il semblait important de mettre en évidence les conditions qui pourraient contribuer positivement au développement de la pensée algebrique. Charnay (1999) précise que les erreurs des élèves nous renseignent sur la complexité du système didactique, ce qui comprend, entre autres, le mode de fonctionnement des élèves et l’interprétation qu’ils se font d’une tâche. Il devenait donc essentiel de se questionner sur la nature et la provenance des erreurs et des réussites des élèves dans des tâches concrètes. En ce sens, bien que notre étude rende visible le potentiel des enfants de quatre à six ans à développer la pensée algébrique dans le contexte de réalisation de tâches portant sur les suites non numériques, elle vise précisément l’identification des éléments (habiletés cognitives, démarches, erreurs des élèves) qui peuvent favoriser ou faire obstacle au développement de la pensée algébrique.

 2. Cadre théorique [image: Retour au plan de l'article]
6 
Dans cette partie un court aperçu des suites non numériques et de leurs propriétés est
          proposé. Une description est apportée en regard de ce qu’est une pensée algébrique dans le
          contexte de résolution des suites non numériques en précisant les composantes qui sont
          associées à son développement. Puis, est exposé notre cadre d’analyse des erreurs vues à
          travers une perspective développementale.

 2.1 Les suites non numériques [image: Retour au plan de l'article]
7 
Une suite non numérique est une séquence ordonnée de figures ou d’images présentant une
          régularité généralisable. Dans notre étude, nous avons utilisé des figures composées de
          morceaux de plastique de formes géométriques telles qu’un carré, un triangle, un losange,
          un trapèze, etc. Chaque figure de la suite pouvait être composée de plusieurs
          morceaux.

8 
Dans notre recherche, nous avons exploité deux types de suites: répétitives et croissantes.
          Toutes les figures d’une suite répétitive sont identiques, composées d’un même nombre de
          morceaux. Dans une suite croissante, le nombre de morceaux augmente dans chaque prochaine
          figure selon une règle. Dans le cas des suites répétitives, les morceaux de chaque figure
          sont souvent placés de manière horizontale, semblable aux séquences d’une frise à motifs
          répétitifs tandis que les figures des suites croissantes sont en deux dimensions. Du point
          de vue du raisonnement algébrique, pour réussir la tâche l’élève doit reconnaître
          l’ensemble des morceaux composant une figure complète, et cela pour toutes sortes de
          suites. Dans le cas des suites croissantes, chaque figure peut comporter une partie
          constante, identique pour chacune d’elles, et une partie croissante où l’on retrouve plus
          de morceaux dans la figure suivante.

9 
Différentes relations quantitatives peuvent être établies entre les figures de la suite et entre une figure et sa position dans la suite. Bezuszka et Kenney (2008) font une distinction entre la relation récursive: relation entre la figure précédente et la figure qui la suit (p. ex.: f(5) = f(4) + 2), et la relation explicite: relation entre la position de la figure dans la suite et la composition (valeur) de cette figure (p. ex.: f(n) = 2n + 1). Les pensées permettant l’appréciation de ces relations sont de nature distincte bien qu’elles soient fortement liées entre elles. Selon les auteurs, il s’agit de pensées de nature algébrique puisqu’elles peuvent donner accès à la généralisation de relations entre des quantités. Dans le même ordre d’idées, selon Radford (2012), la reconnaissance d’une relation quantitative sous une forme généralisée est un exemple d’une pensée de type algébrique.

 2.2 Les composantes de la pensée algébrique dans le contexte des suites non
        numériques [image: Retour au plan de l'article]
10 
Dans l’étude précédente (Boily et al., 2015) nous nous étions basées sur certains auteurs pour décrire la pensée algébrique (Kieran, 2004; Blanton et Kaput, 2011; Kaput, Carraher et Blanton, 2008). Par exemple, Kieran (2004) précise que raisonner sur les relations, représenter et modéliser sont des modes de pensée, non réservés à l’algèbre, qui servent de fondement pour des pensées mathématiques. Blanton et Kaput (2011) définissent «les expériences dans la construction, l’expression, et la justification des généralisations mathématiques» (p. 7, traduction libre) comme étant au centre de la préparation à l’algèbre. Quant au développement d’une pensée algébrique, celle-ci peut être examinée à travers les relations et les variations au sein de tâches reliées aux suites non numériques (Kaput et al., 2008; Boily et al., 2015).

11 
Dans le cadre de notre étude, nous nous sommes intéressées à la pensée associée aux suites non numériques. Tenant compte de l’âge de nos participants nous nous sommes préoccupées principalement de l’aspect de construction et de l’expression non formelle des relations dans le contexte de suites non numériques. 

12 
Notre étude précédente nous a permis de décrire les composantes d’une pensée algébrique
          associées aux habiletés cognitives relevées chez les élèves (toujours dans le contexte des
          suites non numériques):
	L’appréciation des caractéristiques quantitative et qualitative des figures de
              la suite;

	L’appréciation de variations (croissance) sur le plan qualitatif et
              quantitatif;

	L’appréciation des différents rôles des composantes des figures de la suite:
              «constante» et «variable»;

	La coordination des caractéristiques variées des figures de la suite;

	L’expression de la régularité par manipulation telle que la construction du
              prochain élément de la suite;

	L’expression verbale de la règle de la suite (Boily et al., 2015).



13 
Quatre niveaux de performance reliée à la tâche à résoudre ont été cernés:
	L’élève ne participe pas, ne parle pas et n’est pas capable de nommer des
              caractéristiques ou de les utiliser pour construire;

	L’élève apprécie (verbal ou non-verbal) au moins une des caractéristiques
              «visuelles» et l’utilise pour la construction sans tenir compte des aspects
              quantitatifs;

	L’élève apprécie (verbal ou non-verbal) au moins une des caractéristiques
              «visuelles» et l’utilise pour la construction en tenant compte des aspects
              quantitatifs;

	L’élève nomme une ou des caractéristiques qualitatives (couleur, forme,
              position, grandeur) et quantitatives (nombre exact d’objets) et les coordonne dans sa
              construction en verbalisant la règle de la suite.



 2.3 Cadre d’interprétations des erreurs [image: Retour au plan de l'article]
14 
Selon la perspective constructiviste, dans laquelle nous nous inscrivons, l’erreur est une source de connaissance inestimable puisqu’elle nous renseigne sur la compréhension de l’élève: les difficultés qu’il éprouve ainsi que ce qu’il connaît, sa façon d’apprendre et sa manière de fonctionner au regard des tâches qui lui sont présentées (Charnay et Mante, 1991; Charnay, 1999). D’un autre côté, la responsabilité de l’apprentissage est renvoyée à la fois à l’élève et à l’adulte, entre autres, l’enseignant (Charnay et Mante, 1991; Bodrova et Loeong, 2012).

15 
Notre cadre d’analyse des erreurs des élèves est inspiré des travaux de Charnay et Mante (1991) qui proposent d’analyser et d’interpréter les erreurs des élèves en tenant compte des caractéristiques de l’élève (son état de connaissance et de développement) ainsi que des caractéristiques des interactions entre l’élève, l’enseignant et la tâche. Les erreurs peuvent donc être attribuées 1) aux connaissances de l’élève en vertu d’un savoir déterminé; 2) aux relations de l’élève à la tâche préalablement établie grâce à l’enseignement vécu (contrat didactique); 3) à l’intervention de l’enseignant lors de la tâche.

16 
En ce qui concerne le développement d’un savoir particulier chez l’élève, Znamenskaia,
          Ostroverh, Riabina et Hassan (2009) suggèrent trois niveaux: a) notion explorée; b) notion
          apprise; c) notion capitalisée. Les chercheurs proposent ces trois niveaux pour analyser
          le progrès individuel des élèves en mathématiques au niveau primaire et secondaire. Nous
          avons adapté ce cadre pour satisfaire aux besoins de la recherche auprès des élèves de
          quatre à six ans dans le contexte de tâches portant sur les suites non numériques. Nous
          avons visé principalement la connaissance numérique puisque cette connaissance intervient
          dans l’analyse des quantités d’objets dans les figures composant la suite non
          numérique.
	Connaissance explorée: l’élève peut dénombrer les objets qui composent un
              élément de la suite par lui-même ou à la demande de la chercheuse;

	Connaissance apprise: l’élève utilise explicitement les nombres pour décrire les
              figures de la suite (p. ex.: «deux-un; deux-un»);

	Connaissance capitalisée: l’élève utilise explicitement les caractéristiques
              numériques des figures pour généraliser une règle de changement (p. ex.:
              «un-deux-trois-quatre» ou «plus un-plus un…»). Il s’appuie sur ces caractéristiques
              pour en déduire le changement.



 2.4 Objectif de la recherche [image: Retour au plan de l'article]
17 
Examiner les composantes d’une pensée algébrique en identifiant les niveaux de performance associée à la tâche à résoudre chez les élèves ainsi que les erreurs et les connaissances numériques interférant dans le processus d’analyse des suites non numériques.

 3. Méthodologie [image: Retour au plan de l'article]
18 
Selon le programme (Ministère de l’Éducation de l’Ontario, 2008), les élèves de la maternelle quatre ans et du jardin cinq-six ans sont amenés à travailler les suites comportant des figures géométriques à motifs répétitifs alors que celles comportant des motifs croissants sont vues un peu plus tard dans le parcours scolaire de l’élève. L’étude fait partie d’une recherche collaborative (Desgagné, 1997) que nous menons auprès de deux écoles ontariennes.

 3.1 La composition de l’échantillon [image: Retour au plan de l'article]
19 
L’échantillon se compose de 18 élèves provenant de deux écoles et quatre classes de maternelle quatre ans et jardin cinq-six ans. Le jardin et la maternelle sont des niveaux d’éducation préscolaire préparant les élèves à l’entrée au primaire. Chaque enseignant de niveau maternelle et jardin devait choisir deux élèves «forts», deux «moyens», et deux élèves «faibles» par classe comme échantillon pour représenter les élèves de la classe. Un seul élève de niveau «faible» de la maternelle fut représenté. Le niveau des élèves était évalué par l’enseignante (écoute, niveau de participation, apprentissages réalisés, etc.). Ce choix a été fait parce que nous voulions un échantillon représentatif de la variété des élèves qui se retrouvent dans les classes. En ce sens, il n’était aucunement question d’évaluer les élèves.

 3.2 Les instruments de collecte de données [image: Retour au plan de l'article]
20 
L’étude que nous présentons ici porte sur la relation de répétition (croissance nulle) et la
          relation récursive (croissance +1), potentiellement plus accessibles aux jeunes élèves
          (Bezuszka et Kenney, 2008).

21 
La tâche consistait à présenter aux élèves trois modèles de suite (présentés dans la figure 1). Les entretiens sur les régularités ont été inspirés de Bruce, Flynn et Moss (2013). Dans un premier temps, les trois modèles de suites ont été présentés successivement à chaque élève individuellement. On demandait alors aux élèves de montrer «Qu’est-ce qui vient après?» et d’expliquer «Pourquoi?» et cela, pour chacun ces cas. Dans un deuxième temps, on demandait aux élèves de construire leur propre suite. Dans un troisième temps, l’intervenante questionnait l’élève pour l’inciter à réaliser la tâche suggérée. Ainsi, elle a pris l’initiative de poser différentes questions dans le but de mieux appréhender le potentiel de l’élève. Pendant le déroulement de l’entretien, les élèves ont été filmés. Comme il s’agit d’une recherche collaborative, l’entrevue pouvait être menée par une chercheuse mais également par une enseignante ou une conseillère pédagogique.

 4. Présentation des résultats [image: Retour au plan de l'article]
22 
Nous avons analysé les résultats des 18 élèves de différents niveaux (faible, moyen, fort) provenant de la maternelle et du jardin de deux écoles différentes de l’Ontario. Nous avons ainsi pu observer des éléments de la pensée algébrique selon la performance établie pour chacun des 18 élèves. Une analyse plus poussée nous permet d’identifier les erreurs et les succès pour proposer leurs origines possibles.

 4.1 Les niveaux de performance  [image: Retour au plan de l'article]
23 
Tous les élèves ont bien participé dans les tâches d’expérimentation et chacun a réussi au moins une construction. Nous n’avons donc pas observé de performance de niveau 1. Nous passons directement à la présentation du niveau 2.

 4.1.1 Performance de niveau 2: appréciation des caractéristiques quantitatives et
        qualitatives des figures sans tenir compte du nombre [image: Retour au plan de l'article]
24 
Cinq élèves parmi 18 ont pu apprécier (de façon verbale ou non verbale) au moins une des caractéristiques «visuelles» et l’utiliser pour la construction sans toutefois tenir compte du nombre d’objets composant chaque figure de la suite. Parmi ceux-ci, certains élèves vont au niveau 3 avec l’aide de l’adulte.

25 
Dans le cas de la suite M1, les analyses vidéo montrent que les élèves n’ont pas porté
          attention au nombre de losanges bleus qui devaient précéder le trapèze rouge. Ils tenaient
          compte soit des couleurs, soit des formes pour construire les éléments des figures mais ne
          mettaient pas le bon nombre d’éléments (p. ex. Thomas, Mathilde, Alice, Mathis).

26 
Trois types de performance sont présents chez ces élèves. Thomas et Mathilde tiennent compte d’une caractéristique visuelle (couleur, forme) pour continuer leur suite mais ne sont pas en mesure de nommer ces caractéristiques. Nous ne pouvons donc pas connaître la caractéristique sur laquelle ils se sont appuyés pour construire le prochain élément de la suite. 

[image: Trois modèles de suites non numériques ont été présentés aux élèves] Figure 1 Trois modèles de suites non numériques ont été présentés aux élèves

 [Voir la liste des
            figures] 
27 
Deux autres élèves, Alice et Mathis, nomment une caractéristique visuelle des figures pour
          expliquer leur construction: un rectangle, un rectangle, un
            rouge ou bleu, bleu, rouge.
          Toutefois, la règle que ces élèves semblent avoir perçue à un moment donné ne leur permet
          pas d’accomplir la tâche. Leur attention sur la règle de la suite semble être de courte
          durée.
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Dans le troisième cas, un élève qui s’appuie sur la caractéristique quantitative (grandeur) l’utilise de façon qualitative pour construire les prochaines figures de la suite M3. Il s’agit de Sébastien qui met cinq carrés (au lieu de quatre) pour la base de la quatrième figure et sept carrés (au lieu de cinq) à la base de la cinquième. Il explique en pointant les éléments de la suite: Petit, moyen, grand, plus grand, bien plus grand que ça (voir l’extrait du verbatim 3). 

29 
À l’instar de Znamenskaia et al. (2009), nous pouvons proposer que la connaissance numérique des élèves n’est pas rendu au niveau capitalisé, car ils ne l’utilisent pas pour analyser la situation, à aucun moment ils ne portent une attention au nombre exact des éléments. Toutefois, le cas de Sébastien montre que les caractéristiques quantitative (grandeur) et numérique (nombre d’éléments) sont distinctes et peuvent être appréciées par les élèves de façons différentes.

 4.1.2 Performance de niveau 3: appréciation des caractéristiques quantitatives et
        qualitatives des figures en tenant compte du nombre [image: Retour au plan de l'article]
30 
Dix élèves parmi les 18 perçoivent les caractéristiques quantitatives et qualitatives des figures en respectant le nombre exact d’éléments. Toutefois, ils ne verbalisent pas la règle. Parmi ces élèves, certains y arrivent seuls, d’autres avec l’aide de l’adulte. Voici l’exemple de Sébastien pour la suite M2:
Verbatim 1 (extrait)

Sébastien, cinq ans, maternelle travaillant avec la suite M2

Chercheuse: [Pointe la première figure.] Est-ce que
                tu peux bien regarder ici? Qu’est-ce que tu vois?

Sébastien: Heu, un bloc.

Chercheuse: [Met son doigt sur l’hexagone jaune.]
                Et là?

Sébastien: Un autre bloc.

Chercheuse: Ok! [Pointe la deuxième figure.]
                Ici?

Sébastien: Deux blocs.

Chercheuse: [Pointe l’hexagone jaune.]
                Ici?

Sébastien: Trois blocs. [Additionne les deux carrés
                orange et l’hexagone jaune.]

Chercheuse: [Pointe la troisième
                figure.]

Sébastien: Quatre blocs. 

Chercheuse: Est-ce que tu pourrais me dire
                qu’est-ce qui va venir ici?

Sébastien: [Construit une figure avec quatre carrés
                orange et un hexagone jaune.] Un, deux, trois, quatre, cinq. Cinq blocs. [Construit
                la prochaine figure avec quatre carrés et un hexagone.] 

Chercheuse: Ah! Intéressant! Pourquoi… Pourquoi
                t’as fait ça?

Sébastien: [Pointe les figures une après l’autre.]
                Parce que là y en a un, deux, trois. [Pointe la troisième figure encore une fois et
                continue de compter.) Quatre, cinq… Non… [Se gratte la tête.]

Chercheuse: Recommence.

Sébastien: [Pointe la première figure.] Un. [Pointe
                la deuxième figure.] Deux. [Pointe la troisième figure.] Trois. [Pointe la quatrième
                figure.] Quatre. [Pointe une figure imaginaire qui n’est pas encore
                construite.]

Chercheuse: Et là si tu continuais? Continue
                donc!

Sébastien: [Place cinq carrés orange et un hexagone
                jaune.] Y a un, deux, trois, quatre, cinq. [Pointe chacune des figures appropriées.]
                Cinq blocs.

Chercheuse: C’est très bien mon beau Sébastien.
                T’as fait ça ici parce que tu dis là y en a juste un, y en a deux ici, y en a trois,
                c’est ça?

Sébastien: [Fait signe que oui.]

Chercheuse: Et si on continuait y en aurait combien
                ici?

Sébastien: Hum, il y en aurait… [Pointe de nouveau
                chacune des figures et compte à nouveau.] un, deux, trois, quatre, cinq,
                six.

Chercheuse: Il y en aurait six! Ok! Super!
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Cet extrait nous révèle que Sébastien comprend bien la tâche puisqu’il construit la quatrième figure en mettant un élément de plus que dans la troisième figure. De plus, il a bien perçu que l’hexagone jaune est une constante puisqu’il met un seul élément pour chacune des figures qu’il construit. L’activité réalisée par Sébastien nous indique qu’il a une bonne connaissance des nombres. En fait, Sébastien précise le nombre de carrés dans chaque figure dès le début de l’activité et il utilise sa connaissance numérique pour analyser la suite et pour la résoudre (construire). Ainsi, il compte les carrés dans la cinquième figure pour s’assurer qu’il y a cinq carrés en totalité. De plus, lorsque la chercheuse lui demande pourquoi il a construit cette figure, il s’appuie encore une fois sur les nombres pour expliciter sa pensée. On peut conclure que sa connaissance des nombres d’un à six est capitalisée.

32 
Pour expliquer sa prédiction de la sixième figure, Sébastien nomme les nombres de carrés dans les figures précédentes. Fait surprenant, il ne compte pas un à un les carrés mais les aborde d’une figure à l’autre dans son ensemble et donc il regarde la première figure et dit «un», la deuxième figure et dit «deux», la troisième figure et dit «trois», la quatrième figure et dit «quatre», puis la cinquième figure et dit «cinq». On ne peut pas dire s’il généralise la règle ou s’il lit tout simplement ce qui est devant lui. Donc, on ne peut pas dire que sa performance atteint le niveau quatre.

 4.1.3 Performance de niveau 4: appréciation des caractéristiques quantitatives et
        qualitatives des figures, coordination entre elles et verbalisation de la règle de la
        suite [image: Retour au plan de l'article]
33 
Un élève parmi 18 a montré des habiletés associées au quatrième niveau de performance. C’est
          le cas de Matthieu discuté dans 4.2.5. Dès le début de la tâche, Matthieu généralise la
          suite qui est devant lui en disant: C’est un de plus en
            montant. Sa généralisation porte à la fois sur le changement du nombre de
          carrés dans les figures (un de plus) et sur
          l’organisation spatiale de la figure (en montant). Ainsi, il nomme au moins deux caractéristiques, visuelle et
          numérique, et les coordonne pour exprimer la règle de la suite croissante sans aucune aide
          de l’adulte.

34 
Dans la prochaine partie, nous analysons les principales erreurs observées chez les élèves lors de la réalisation des tâches sur les suites répétitives et croissantes en exposant leurs origines possibles et nous faisons le lien avec les niveaux de connaissances numériques des élèves. Nous illustrons chaque type d’erreur avec des exemples de comportements d’élèves pour comprendre en profondeur ce qui a entravé la réussite de ces tâches. Nous amenons aussi un cas de résolution d’une suite croissante afin de mettre en évidence l’utilisation d’une pensée algébrique par un jeune enfant.

 4.2 Les principales erreurs et leurs origines possibles [image: Retour au plan de l'article]
 4.2.1 Les erreurs relevant d’une connaissance numérique insuffisante [image: Retour au plan de l'article]
35 
Nous avons observé une limitation liée aux connaissances numériques insuffisantes pour réussir une, deux ou l’ensemble des suites (sept élèves). Par exemple, l’élève peut nommer le nombre de la prochaine figure mais ne place pas la bonne quantité d’objets pour continuer la suite. Voici l’exemple d’Alice qui, en travaillant avec le modèle 1 (M1), tient compte de l’aspect qualitatif des figures géométriques sans toutefois tenir compte de l’aspect quantitatif, soit du nombre en tant que tel. En ne tenant pas compte du nombre, elle construit sa suite de la façon suivante: un losange, un trapèze au lieu de deux losanges, un trapèze. Elle ne réussit donc pas la tâche portant sur cette suite répétitive. La chercheuse lui propose alors la deuxième tâche associée au modèle 2 (M2), soit une suite à motifs croissants.
Verbatim 2 (extrait)

Alice, six ans, jardin travaillant avec la suite M2

Chercheuse: [Met le M2 sur la table devant
                l’élève.] Qu’est-ce qui vient après? [Pointe la place après le dernier élément,
                trois carrés.]

Alice: Quatre.

Chercheuse: Vas-y, fais-le.

Alice: [Construit correctement
                l’élément quatre.]

Chercheuse: Est-ce que tu peux continuer ? Fais-moi
                un autre.

Alice: [Construit la figure identique à la
                précédente: quatre carrés.]

Chercheuse: Est-ce que tu peux me dire pourquoi tu
                fais ça?

Alice: Parce que je suis
              contente. 

Chercheuse: [Glisse son doigt le long de la suite.]
                Qu’est-ce qui se passe ici? [Montre avec son doigt la quatrième figure de la
                suite.] Combien est-ce qu’on en a mis ici?

Alice: Quatre.

Chercheuse: Ok! Et là? [Pointe le cinquième
                élément.]

Alice: Quatre. 

Chercheuse: T’as mis quatre là et quatre là?
                Pourquoi?

Alice: [Pointe le cinquième élément.] C’est
                cinq.

Chercheuse: C’est cinq? Pourquoi? Est-ce que tu
                peux compter? Es-tu sûre qu’il y en a cinq? 

Alice: [Compte en pointant les carrés avec son
                doigt.] Un, deux, trois, quatre.

Chercheuse: Il y en a quatre. Et pourquoi tu me dis
                cinq?

Alice: Parce que c’est quatre.

Chercheuse: [Pointe sur chaque élément de la
                suite.] Il y en a combien ici?

Alice: Un, deux, trois, quatre,
              cinq.

Chercheuse: [Pointe le cinquième élément.] Est-ce
                qu’il y en a cinq ici? 

Alice: [Fait signe que non avec sa
                tête.] 

Chercheuse: Il y en a combien?

Alice: Six.
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Nous voyons dans les deux cas qu’Alice est capable de déterminer le nombre d’objets et de
          reproduire la comptine des nombres jusqu’à cinq. Cependant, elle n’utilise pas cette
          caractéristique des figures pour déduire la règle de la suite, ni pour la suite répétitive
          ni pour la suite croissante. Dans le cas de la suite répétitive, il est possible que
          l’élève porte attention à l’aspect «suivi par» (losange suivi par triangle). Cette
          caractéristique qualitative, toute seule, ne lui permet pas de repérer la figure qui se
          répète dans son ensemble (deux losanges suivis par un triangle). Sa connaissance numérique
          se trouve donc au niveau 1 – connaissance explorée.

37 
On observe quelques erreurs en ce sens dans la performance de Sébastien. Sébastien réussit
          bien le modèle 1 et le modèle 2. Pour le modèle 3, une suite à régularité croissante
          composée de figures de même couleur et de même forme mais de différentes dispositions,
          l’enseignante demande à Sébastien de continuer la suite. 
Verbatim 3 (extrait)

Modèle 3, Sébastien, cinq ans, maternelle

Chercheuse: Peux-tu continuer la
              suite?

Sébastien: [Construit la quatrième figure mais il
                met cinq carrés au lieu de quatre.]

Chercheuse: Peux-tu expliquer ta
              suite?

Sébastien: Petit, moyen, grand, plus
                grand.

Chercheuse: Très bien! Et qu’est-ce qu’il y aurait
                ici? [Pointe sur la place vide du prochain élément.]

Sébastien: Ici, c’est bien plus grand que ça!
                [Construit la cinquième figure et en met sept au lieu de cinq.]

Chercheuse: Super! Est-ce que tu peux me dire ce
                que tu vois ici?

Sébastien: Petit, moyen, grand, plus grand, bien
                plus grand que ça!

Chercheuse: Tu es pas mal bon!
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Sébastien est en mesure d’exprimer la règle de la suite en termes qualitatifs: Petit, moyen, grand, plus grand et bien plus grand que ça. Il réussit à continuer la suite avec cette règle en respectant la croissance mais ne met pas la bonne quantité de carrés dans la figure construite. Il met cinq carrés à la base de la quatrième figure (à la place de quatre), et sept dans la cinquième (à la place de cinq). Puisque Sébastien réussit les cas des suites M1 et M2, nous pouvons interpréter sa connaissance numérique comme étant de niveau 2 – connaissance apprise. Cette connaissance est suffisante pour réussir les suites plus simples mais elle est insuffisante pour être transférée dans un contexte portant sur les nombres plus grands. En fait, le changement de contexte a incité Sébastien à changer son outil d’analyse, ce qui a eu pour effet qu’il n’a pas utilisé les caractéristiques numériques (les nombres comme mesure de la grandeur cardinale d’un ensemble) mais plutôt les caractéristiques de comparaison perceptive de la grandeur cardinale (l’ordre de grandeur). Le langage utilisé atteste de cette analyse en termes de grandeur sans recours à sa mesure. Il se peut que l’apparence visuelle des motifs sous la forme de tours ou de personnages ait entraîné Sébastien vers une comparaison visuelle de leur taille, c’est-à-dire de la grandeur-longueur, sans avoir recours à sa mesure exacte. La suite M2 ne présentait pas de différence visuelle de la hauteur et incitait donc davantage au dénombrement comme élément de différenciation. 

 4.2.2 Les erreurs relevant du contrat didactique [image: Retour au plan de l'article]
39 
Vraisemblablement, sept élèves ont fait des erreurs que l’on pourrait interpréter comme un
          «effet de contrat didactique», car ils ont utilisé la règle d’une suite répétitive (la
          répétition), vue récemment en classe, pour continuer toutes les autres suites. En ce sens,
          le contrat didactique peut potentiellement être à l’origine des erreurs des élèves. Par
          exemple, quelques élèves ont construit des suites répétitives pour les modèles M2 et M3
          qui sont des suites à motifs croissants, suites qui ne sont pas au programme pour ces
          élèves. Ils semblaient donc influencés par l’apprentissage vécu précédemment en classe lié
          aux suites répétitives. Certains autres élèves ont établi leurs propres règles
          (la répétition) soit en déconstruisant les suites, soit en ajoutant des éléments aux
          figures.

40 
Lors de la première tentative de réalisation de la tâche associée au modèle 2, une suite à
          motifs croissants, Cédric copie la figure 1 pour construire la figure 4 et ainsi ne
          réussit pas la suite. La chercheuse tente de recommencer la tâche avec Cédric en lui
          montrant le processus de la construction de la suite.
Verbatim 4 (extrait)

Cédric, quatre ans, maternelle travaillant
              avec la suite M2 (deuxième tentative)

Chercheuse: [Pose un carré orange pour débuter la
                suite, prend un hexagone.] Je vais mettre l’hexagone. [Place l’hexagone au-dessus du
                carré orange. Puis, elle continue de construire la suite.] Je vais mettre un carré,
                puis, un autre petit carré, puis l’hexagone. Qu’est-ce que je peux
              faire?

Cédric: [Lève son bras comme s’il voulait continuer
                la suite lui-même.]

Chercheuse: Qu’est-ce qui irait après? [Pose son
                doigt sur chacune des figures.] Un carré, un hexagone, deux carrés, un hexagone,
                trois carrés, un hexagone. [Met son doigt sur l’endroit où la prochaine figure
                devrait être construite.] Qu’est-ce qui irait là?

Cédric: [Regarde les gestes de la chercheuse mais
                son attention est également attirée vers l’amas de blocs qu’il pourra utiliser pour
                construire la prochaine figure.]

Chercheuse: [Prend les blocs, les rapproche de
                Cédric.] Regarde ceux-là sont ici. Dis-moi qu’est-ce qui vient après,
                ici?

Cédric: [Touche un bloc orange et l’amène dans la
                suite.]

Chercheuse: [Place le bloc dans la suite.]
                Ensuite?

Cédric: [Prend un hexagone jaune et le met dans la
                suite.]

Chercheuse: Puis, ensuite?

Cédric: [Prend un deuxième carré orange et le place
                à côté du premier carré orange.]

Chercheuse: Puis, ensuite?

Cédric: [Prend un troisième carré orange et le
                place près des deux autres carrés orange. Le troisième carré ne touche pas les deux
                autres.]

Chercheuse: Lui, il va où? Tu le mets avec lui
                ou…?

Cédric: [Colle le troisième carré orange sur les
                deux autres pour montrer qu’il fait bien partie de la figure.]

Chercheuse: Ensuite?

Cédric: [Prend un carré orange et le place dans la
                deuxième figure pour construire une figure identique à la troisième et à la
                quatrième. Ainsi, trois figures de suite sont exactement pareilles. Elles sont
                toutes composées de trois carrés orange et d’un hexagone.]

Chercheuse: Ah d’accord! Merci!
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Dans l’exemple de Cédric, c’est la chercheuse qui introduit l’idée de répétition lors du
          travail sur le modèle 1. Il est possible que l’élève adopte la stratégie de répétition
          apprise précédemment en classe avec les suites répétitives et que félicité par la
          chercheuse son utilisation se trouve renforcée. Malgré le fait que la chercheuse essaie
          d’attirer l’attention de Cédric sur le changement de croissance en tant que nouvelle
          stratégie pour construire les motifs du modèle 2, l’élève continue avec la stratégie
          précédente. Il change même la figure 2 de la suite pour la rendre conforme à sa stratégie.
          Il semble que la présence des tâches de suites répétitives vues précédemment en classe
          ainsi que l’absence des suites croissantes abordées en classe (selon le programme) entrave
          l’adaptation de Cédric à la deuxième tâche (M2), soit une suite à motifs croissants. Le
          fait que Cédric ne s’exprime pas rend plus difficile l’interprétation de sa
          production.
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Cinq élèves parmi neuf qui n’ont pas réussi les suites croissantes ont toutefois démontré posséder une connaissance numérique assez élevée. Leurs erreurs semblent liées au contrat didactique parce qu’ils ont cherché à répéter les figures comme ils l’ont fait pour la suite répétitive (voir la difficulté du contrat didactique plus haut). Cependant, dans certains cas, le motif répété inclut les trois premières figures de la suite et non une seule. L’exemple d’Océane illustre ce comportement. Ainsi, à la demande de l’enseignante de continuer M2, Océane met un hexagone avec un carré, un hexagone avec deux carrés, un hexagone avec trois carrés, ensuite encore un hexagone avec un carré et un hexagone avec deux carrés. Vraisemblablement, l’élève apprécie la croissance de la suite mais ne la respecte que partiellement pour trois éléments. La règle de répétition remplace la règle de croissance pour la globalité de la suite. Une autre interprétation est qu’en l’absence de l’expérience avec des suites croissantes, ainsi que de consignes précises, l’élève interprète la tâche comme une suite à répétition ayant un motif complexe (123-123-123) et résout parfaitement cette autre tâche.

 4.2.3 Les erreurs relevant d’une absence de coordination des caractéristiques
        quantitatives et qualitatives des figures [image: Retour au plan de l'article]
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Sept élèves ont commis des erreurs probablement liées à la coordination des caractéristiques des figures. Par exemple, ils percevaient une caractéristique à la fois, soit seulement les couleurs ou la forme mais ne combinaient pas cela avec la quantité. Par ailleurs, nos observations montrent que les élèves qui se trompent avec les quantités d’objets dans les figures de la suite n’utilisent pas les nombres pour décrire la suite. Ils nomment plutôt les caractéristiques qualitatives (couleurs ou formes). Nous illustrons ci-dessous un exemple dans lequel il y a absence de coordination des caractéristiques, l’élève privilégiant une analyse numérique (quantitative).
Verbatim 5 (extrait)

Maryanne, cinq ans, jardin travaillant avec la suite M3

Chercheuse: [Montre la suite M3.] Qu’est-ce que tu
                vois ici?

Maryanne: Orange.

Chercheuse: Combien d’oranges?

Maryanne: Trois

Chercheuse: [Pose plus de questions et s’aperçoit
                que l’élève ne regarde pas la suite mais d’autres figures sur la table. Attend que
                l’élève soit concentré sur la suite.] Qu’est-ce que tu vois ici?

Maryanne: Deux.

Chercheuse: Deux! OK! Ensuite?

Maryanne: Trois.

Chercheuse: Ensuite?

Maryanne: Quatre.

Chercheuse: Si tu le construis, combien que tu
                mettras ici?

Maryanne: Six.

Chercheuse: Six? OK! Montre-moi.

Maryanne: [Place cinq carrés en colonne sans tenir
                compte de la position (tourné) du carré sur le dessus.]
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Plus tard dans la discussion, l’enseignante demande à Maryanne si elle veut arranger de nouveau les carrés de la figure 4 mais l’élève confirme son choix. Dans cet épisode, l’élève démontre une connaissance numérique de niveau 2 – connaissance apprise, car elle sait compter les objets. Initialement, elle nomme la couleur en répondant à la question de l’enseignante. La prochaine question de l’enseignante incite l’élève à utiliser la caractéristique numérique. À la suite de cette intervention, l’élève utilise les nombres pour parler de la suite et ignore l’orientation (tournée) du carré en haut de chaque figure. L’exemple de Maryanne expose une production erronée pouvant être expliquée par un manque de coordination des caractéristiques quantitatives. Il est aussi possible que l’élève n’utilise le numérique qu’à la suite de la demande de l’expérimentatrice (sa question combien), et que ce soit un effet de contrat didactique.

 4.2.4 Les erreurs relevant d’un morcèlement sur le plan de l’analyse [image: Retour au plan de l'article]
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Neuf élèves parmi les 18 ont commis des erreurs lors de l’identification de la répétition et/ou la croissance au niveau qualitatif et quantitatif. Certains de ces élèves ont également démontré une connaissance numérique insuffisante, ce qui peut expliquer leur échec avec les suites. Toutefois, une autre explication est possible. 
Verbatim 6 (extrait)

Mathis, quatre ans, maternelle travaillant avec la suite M1

Chercheuse: [Glisse son doigt tout le long de la
                suite (M1) qui se termine par un losange bleu] Regarde, moi j’ai fait une suite.
                Peux-tu la continuer? Qu’est-ce qui va après?

Mathis: [Met un trapèze orange à la place d’un
                losange bleu.]

Chercheuse: Regarde la mienne. On
                continue.

Mathis: [Met un losange bleu, un trapèze orange, un
                losange bleu, un trapèze orange. Plus tard, on voit sur la table quatre groupes de
                deux losanges et un trapèze suivi par un losange, un trapèze, deux losanges et un
                trapèze.]

Chercheuse: Qu’est-ce que tu
              vois?

Mathis: Bleu, bleu, rouge et bleu, rouge, bleu,
                bleu, rouge.
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Dans la suite construite, le changement de couleurs (et des formes) est bien respecté mais pas les quantités. Pour expliquer la suite, Mathis nomme les couleurs seulement. Notre analyse nous porte à croire que l’élève fait attention aux couleurs des figures mais ne les coordonne pas avec leur quantité ce qui l’empêche de reconnaître la répétition adéquatement. Toutefois, le travail de Mathis avec la suite M2 nous incite à penser que le niveau de connaissances numériques n’est pas le seul responsable de ses erreurs. En fait, Mathis réussit la quatrième figure de la suite M2 en plaçant quatre carrés orange et un hexagone sur le dessus mais ne peut pas construire la cinquième figure. Au lieu de cela, il ajoute neuf autres carrés à la quatrième figure, ce qui fait un total de 13 carrés.
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Ce comportement de l’élève, continuer/modifier la quatrième figure au lieu de continuer la
          suite, ne s’explique pas par la connaissance numérique. Il semble que la consigne
            «continue» que l’enseignante donne souvent à
          l’élève n’est pas pour ce dernier toujours associée avec la reconnaissance précise de
          règles pour élaborer cette suite. Au moment où Mathis construit la quatrième figure (qu’il
          réussit), c’est bien le cas mais pas pour la cinquième figure. Vraisemblablement, Mathis
            continue la figure mais pas la suite. L’analyse
          de la situation sur la table (de la suite) que l’élève produit est morcelée. Selon notre
          cadre théorique, nous pouvons attribuer ce type d’erreurs à l’intervention de
          l’enseignante lors de la tâche.

 4.2.5 La verbalisation et la justification de la règle témoignant d’une pensée de type
        algébrique [image: Retour au plan de l'article]
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L’élève qui explique ou justifie sa construction témoigne d’une généralisation
          potentiellement plus formelle de la règle de la suite. Les élèves du secondaire peuvent
          créer des formules, récursives ou explicites, pour expliquer une suite. Dans le contexte
          des élèves de quatre, cinq et six ans, il a été demandé aux élèves de nous expliquer leur
          construction oralement. En ce qui concerne l’explication de la suite construite, notre
          analyse révèle trois types de cas. Deux élèves ne sont pas en mesure de verbaliser leurs
          suites. Lorsqu’on leur demande pourquoi ils ont décidé de continuer la suite de cette
          façon, ils soulèvent les épaules pour signifier qu’ils ne le savent pas, qu’ils ne peuvent
          pas l’expliquer. Treize élèves tentent de justifier la suite en nommant une des
          caractéristiques des figures. Par exemple dans le cas de la suite M1, un élève dit
            un rectangle, un rectangle, un rouge, un autre
          dit losange, losange, trapèze. Dans le cas de la
          suite M2, l’autre élève ne fait que nommer les couleurs des carrés orange, orange,
            orange, orange… Dans les cas des constructions correctes, il est difficile à dire si
          l’élève exprime la règle généralisée ou s’il ne fait que nommer ce qu’il voit devant lui.
          Par contre, dans les cas des constructions non réussies, il est évident que l’explication
          de l’élève est une lecture des objets que l’élève
          voit sur la table.
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Dans trois cas, les élèves donnent des explications qui diffèrent d’une lecture simple des figures. La première élève qui réussit bien la construction de la suite M1 explique le motif de la suite en disant deux de même et un pas de même. Un autre élève exprime sa suite croissante M3 en termes qualitatifs: Petit, moyen, grand, plus grand et ben plus grand que ça. Bien que sa construction soit non adéquate d’un point de vue numérique, l’élève réussit la généralisation qualitative en s’appuyant sur la grandeur (quantité). Un troisième élève, Matthieu, explique la suite M3 que la chercheuse lui présente en disant un de plus en montant, il réussit ensuite la construction de la quatrième figure. Cette dernière explication est très proche de la forme récursive de la règle algébrique d’une suite croissante.
Verbatim 7 (extrait)

Matthieu, cinq ans, jardin travaillant avec la suite M3

Chercheuse: Regarde, sur la table tu as une suite.
                Dis-moi ce que tu vois.

Matthieu: C’est un de plus en
              montant.

Chercheuse: Donc combien tu en as dans la première
                figure?

Matthieu: Un.

Chercheuse: Et dans la deuxième?

Matthieu: Deux.

Chercheuse: Et dans la
              troisième?

Matthieu: Trois.

Chercheuse: Donc peux-tu me dire qu’est-ce qui
                vient après?

Matthieu: Quatre. [Construit la quatrième
                figure.]

Chercheuse: Et peux-tu m’expliquer qu’est-ce que tu
                as fait?

Matthieu: J’ai fait une rangée de quatre, une
                rangée de trois, une rangée de deux, une rangée de un.

Chercheuse: Excellent!
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Selon notre cadre théorique, les erreurs des élèves lors de l’explication/justification d’une suite peuvent être dues à 1) une limitation de leurs connaissances ou de leur capacité d’abstraction; 2) un contrat didactique, notamment relié au manque d’expérience face à la consigne «expliquer» ou 3) l’intervention de l’enseignante, notamment lorsque la consigne est trop vague ou n’est pas située dans un contexte significatif pour l’élève. Dans les cas où les élèves ont réussi la construction, leur explication sous forme de lecture des caractéristiques peut relever d’un effet de contrat didactique (Brousseau, 2004), par exemple: pour expliquer une suite il faut nommer les caractéristiques de chaque figure. À la suite de cette réflexion, nous avons considéré les cas d’explication sous forme de lecture des caractéristiques comme des justifications justes lorsque les constructions ont été réussies.
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Nos observations des erreurs commises par les élèves nous amènent à penser qu’en général, dans des contextes où le vocabulaire (tel que les noms des formes, des couleurs, des nombres) est limité, il est difficile de distinguer une difficulté de l’élève à généraliser d’une difficulté provenant de la communication entre l’élève et l’intervenante.

 5. Interprétation des résultats pour le développement d’une pensée algébrique [image: Retour au plan de l'article]
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 Nous avons examiné les composantes d’une pensée algébrique (habiletés cognitives) en
          ciblant les niveaux de performance dans la tâche à résoudre chez les élèves ainsi que les
          erreurs et les connaissances numériques interférant dans le processus d’analyse des suites
          non numériques. Par ailleurs, qu’en est-il du développement de la pensée algébrique? Notre
          étude met en évidence que pour mobiliser les éléments de la pensée algébrique, l’élève
          doit être en mesure de percevoir les caractéristiques à la fois qualitatives et
          quantitatives des figures composant la suite, puis de les coordonner entre elles. Il doit
          percevoir le changement et les éléments stables. Il doit généraliser les règles de
          formation de la suite pour construire les éléments qui suivent et éventuellement
          l’exprimer verbalement.
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Nos données montrent que déjà à l’âge de quatre à six ans un bon nombre d’élèves réussit les tâches de construction des suites répétitives et croissantes. Elles mettent également en évidence qu’il existe un début d’appropriation voire d’ancrage de certains éléments associés à la pensée algébrique chez le jeune élève d’âge préscolaire. Notamment nous avons observé les élèves qui: 1) repèrent un motif (figure) dans la suite répétitive; 2) utilisent les caractéristiques quantitative et numérique pour en déduire des relations; 3) comprenent explicitement ou implicitement la règle d’une suite croissante; 4) verbalisent la règle comme une relation quantitative récursive. Nous n’avons toutefois pas observé de verbalisation d’une règle explicite.
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Cependant, plusieurs conditions affectent la réussite des élèves dans ces tâches. Nous avons
          établi quelques liens importants entre la connaissance numérique des élèves, les
          conditions d’administration des tâches (consignes), et la performance des élèves.
          Premièrement, l’expérience vécue par l’élève préalablement peut affecter la performance de
          façon positive ou négative. D’une part, la limitation de la connaissance numérique (niveau
          de capitalisation non atteint) empêche plusieurs élèves d’évaluer correctement la quantité
          d’objets dans des figures, d’identifier la variation de la quantité, ou tout simplement de
          porter attention à la caractéristique numérique des figures. Toutefois, l’exemple de
          Sébastien (M3) montre que même une connaissance numérique assez limitée ouvre la porte
          vers l’analyse quantitative et une généralisation de la règle d’une suite croissante et
          peut servir de base au développement de la pensée algébrique.
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D’autre part, une expérience préalable dans la construction des suites répétitives (que nos élèves ont vécue en classe) provoque chez certains élèves la création de contrats didactiques divers au sein desquels se trouvent différentes suppositions comme «une suite est ce qui se répète», «pour justifier une suite, il faut nommer les objets». Ces suppositions peuvent bloquer l’identification des suites croissantes chez l’élève et l’empêcher de chercher une nouvelle règle. Le contrat relatif à la justification d’une suite limite la verbalisation de la règle de la suite et empêche l’intervenante d’évaluer le niveau de la généralisation de cette règle par l’élève. Un vocabulaire spécialisé est nécessaire tel que par exemple: «une figure de la suite», «un motif qui se répète», «en quoi toutes les figures de la suite se ressemblent», «en quoi elles sont différentes». Dans le même sens, la compréhension de ce vocabulaire par l’élève est essentielle, car c’est à partir de celle-ci que l’élève peut interpréter la réalité et comme le dirait Piaget «construire ses propres schèmes». L’identification des connaissances préalables à la réussite de la tâche sur les suites est essentielle. Par exemple, les concepts «ressemble» et «différent» et leurs synonymes «pareil», «pas pareil» ainsi que «sur le dessus», «figure», «au complet», «se répéter», devraient avoir été approfondis par les élèves avant la réalisation de la tâche. Ce vocabulaire représente les concepts de base et peut être travaillé dans plusieurs autres contextes que les suites.
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Dans notre étude, certains élèves n’ont pas réussi à exprimer verbalement leur suite. Toutefois, plusieurs ont réussi à construire la figure suivante. Ces derniers possèdent donc des éléments de la pensée algébrique implicite ou non verbale. En outre, l’enseignement préalable d’attributs (les formes géométriques, les couleurs, les nombres, la taille, etc.) serait peut-être un atout potentiel pour faire avancer la partie communicative de la pensée des élèves. Par ailleurs, sur le plan du développement de la pensée algébrique, l’habileté à catégoriser et à discerner les différentes dimensions de caractéristiques au sein des objets d’une suite est présumée être une capacité cruciale qui engendre l’habileté à généraliser (Björklund, 2016). À cet effet, la tâche sur les suites demande de discerner les caractéristiques des objets. Cela exige chez les élèves d’observer plusieurs caractéristiques de l’objet et de décider lesquelles feront partie de la règle et lesquelles seront laissées en arrière-plan. Il s’agit d’une connaissance de base reliée au discernement des caractéristiques des objets et de leurs valeurs correspondantes (Björklund, 2016). Par conséquent, cela leur permet de discerner les variables (les changements) en cause et de trouver la règle au sein de la suite.
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Par ailleurs, la nature des tâches expérimentées, notamment la construction du prochain
          élément (figure) de la suite, affecte directement la façon de penser des élèves et
          pourrait nuire à son développement. Le mot «continue» utilisé souvent par les intervenantes incite certains élèves à
          continuer d’ajouter des blocs, plutôt que d’analyser et de chercher une ressemblance ou
          encore la différence. Il est possible que la formulation de la tâche dans notre
          expérimentation ait empêché les élèves de chercher et d’exprimer les liens directs entre
          la position de la figure dans la suite et le nombre de carrés à la base de la figure
            (relation explicite). Dans le même sens, les
          mots utilisés par les intervenantes tendent à indiquer à l’élève la nature de la tâche que
          l’on attend qu’il réalise et par conséquent sollicite un type de pensée particulier. À cet
          égard, lors de tâches avec les régularités, Picard (2013) suggère d’interroger les élèves
          comme suit: «Que vois-tu? Remarques-tu quelque chose de particulier?» (p. 28). D’ailleurs,
          on pourrait peut-être poser la même question de façon plus ludique: «Ton amie veut
          construire la figure suivante. Peux-tu lui expliquer comment faire?» Cette formulation
          peut mieux orienter l’élève dans la tâche sans restreindre sa pensée. On peut aussi
          essayer de mieux contextualiser la tâche pour susciter l’imaginaire de l’enfant. En somme,
          il s’agit pour l’enseignant d’offrir à l’élève des outils cognitifs susceptibles
          d’augmenter ses habiletés cognitives (Bodrova et Loeong, 2012), pour mettre en œuvre une
          pensée de nature algébrique.
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Enfin, l’habileté à coordonner plusieurs données entre elles, qui peut être liée à la limitation d’attention en général, semble être une composante indispensable à la base du développement de la pensée algébrique. Toutefois, contrairement à la suggestion de Charnay et Mante (1991), notre expérimentation suggère que dans le contexte où de très jeunes élèves sont impliqués il est souvent difficile de distinguer si les erreurs commises par l’élève proviennent de caractéristiques personnelles, de son expérience préalable ou d’une limitation de moyens de communication entre l’intervenant et l’élève. Cependant, en citant Bachelard (1938), Astolfi (1997) précise que «les erreurs des élèves sont les indices d’obstacles qui résistent et qu’on tend à sous-estimer» (p. 45). Il est donc important que l’on soit sensible aux sources qui peuvent générer certaines erreurs commises par les élèves et ainsi entraver le développement d’une pensée mathématique, plus particulièrement d’une pensée algébrique. 

 6. Conclusion [image: Retour au plan de l'article]
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L’intérêt de cette étude relevait d’un questionnement suscité lors d’une étude précédente
          sur le fait qu’il soit possible que les élèves n’aient pas tous les outils cognitifs
          nécessaires pour formuler les règles des suites ni le soutien approprié, ce qui entravait
          la réussite dans les tâches sur les suites non numériques.
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Les trois axes d’analyse nous ont permis de distinguer des éléments (habiletés cognitives,
          démarches, erreurs des élèves) qui peuvent favoriser ou faire obstacle au développement de
          la pensée algébrique. À cet effet, notre étude propose plusieurs pistes de travail pour
          l’enseignant. En somme, l’étude met en évidence des réussites et explique les erreurs
          commises par l’élève du préscolaire lors de la réalisation des tâches sur les suites
          répétitives et croissantes. L’étude souligne également qu’un vocabulaire spécialisé chez
          les enseignants est de rigueur pour la réussite optimale des tâches sur les suites non
          numériques ainsi que certaines connaissances de base qui pourraient aider le jeune élève
          dans la réalisation des tâches sur les suites non numériques. Enfin, plusieurs éléments de
          la pensée algébrique sont sollicités et méritent qu’on s’y attarde lorsque l’élève est
          amené à réaliser des tâches sur les suites. Une sensibilisation à ces composantes est
          nécessaire pour susciter chez le jeune élève l’appropriation d’outils cognitifs
          susceptibles d’alimenter le développement d’habiletés cognitives associées à une pensée de
          nature algébrique; habiletés qui lui serviront tout au long de son parcours scolaire,
          principalement lors de l’enseignement de l’algèbre au secondaire (Radford, 2012; Carraher
          et Schliemann, 2007; Kieran 1992).
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Résumé
L’objet de ce texte est de proposer un cadre d’analyse des raisonnements d’élèves dans la résolution de problèmes de partage inéquitable pouvant être utilisés au primaire et au début du secondaire. Ce cadre repose sur la considération des deux dimensions suivantes : 1) le degré d’analycité du raisonnement et 2) la nature du registre de représentation sémiotique (Duval, 1995) des inconnues et des équations. Les fondements épistémologiques de ce cadre d’analyse s’appuient sur une brève analyse de certaines étapes du développement historique de l’algèbre. Ensuite, les différentes catégories de raisonnement sont illustrées au moyen d’exemples prototypiques issus de productions d’élèves.
Mots clés : pensée algébrique, enseignement primaire-secondaire, raisonnement analytique, problèmes de partage inéquitable

Abstract
Analytical framework for reasoning in algebraic problem-solving that involves unequal sharingThis text sets forth a framework for analyzing student reasoning in solving unequal sharing problems that can be used in elementary school and early secondary school. The framework is based on a consideration of two dimensions: 1) the degree of analycity of the reasoning and 2) the nature of the register of semiotic representation (Duval, 1995) used for unknowns and equations. The epistemological foundations of this analytical framework are based on a brief analysis of certain stages in the historical development of algebra. Next, the different categories of reasoning are illustrated using prototypical examples drawn from student productions.
Keywords : algebraic thinking, primary-secondary education, analytical reasoning, unequal sharing problems

Resumen
Marco de análisis de razonamientos en la resolución de problemas algebraicos de inecuacionesEl propósito de este texto es proporcionar un marco para analizar el razonamiento de los estudiantes para resolver problemas de reparto no equitativo o reparto desigual que pueden usarse en primaria y al inicio de secundaria. Este marco se basa en la consideración de las dos siguientes dimensiones: 1) el grado de razonamiento analítico y 2) la naturaleza del registro de representación semiótica (Duval, 1995) de las incógnitas y las ecuaciones. Los fundamentos epistemológicos de este marco de análisis se basan en un breve análisis de ciertas etapas en el desarrollo histórico del álgebra. Luego, las diferentes categorías de razonamiento son ilustradas mediante ejemplos prototípicos provenientes de producciones de los alumnos.
Palabras clave : algebraico, educación primaria-secundaria, razonamiento analítico, problemas de reparto desigual
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 1. Introduction [image: Retour au plan de l'article]
1 
Dans la plupart des pays du monde, l’algèbre occupe une place centrale dans les
          mathématiques du secondaire. Cependant, elle est réputée être, depuis longtemps, un sujet
          scolaire aride et difficile pour les élèves (voir par exemple Rosnick et Clément, 1980;
          Küchemann, 1981; Booth, 1984). Jusqu’à la fin des années 1980, la plupart des recherches
          en didactique de l’algèbre était principalement centrée sur l’étude des difficultés
          d’apprentissage rencontrées par les élèves lors du passage de l’arithmétique à l’algèbre.
          Depuis la fin des années 1980, un grand nombre de didacticiens et de didacticiennes des
          mathématiques s’entendent sur la nécessité de réformer en profondeur les curriculums
          actuels d’algèbre à l’école. Ainsi, on a vu se multiplier les travaux de recherche à ce
          sujet (Wheeler, 1989; Lins, 1992; Kieran, 1992; Kaput, 1995, 1998; Bednarz, Kieran et Lee,
          1996, etc.). En 2001, à l’issue de la rencontre de préparation de la
            12e étude ICMI [1]: «The Future of the
          Teaching and Learning of Algebra (Chick, Stacey, Vincent et Vincent, 2001), un groupe de
          travail spécial sur la pensée algébrique est créé sous l’étiquette Early Algebra. Early
            Algebra désigne à la fois un domaine de recherche, une perspective
          curriculaire et un domaine de formation des enseignants (Carraher et Schliemann, 2014). Il
          est basé sur l’idée de favoriser le développement de la pensée algébrique dans une
          trajectoire continue depuis les premières années du primaire jusqu’à l’introduction
          formelle de l’algèbre du secondaire.

2 
La perspective du développement précoce de la pensée algébrique, c’est-à-dire bien
          avant l’avènement de l’algèbre au secondaire, oblige à reconceptualiser l’algèbre et la
          pensée algébrique: qu’entend-on par algèbre? qu’entend-on par pensée algébrique? quelle
          relation entre l’arithmétique et l’algèbre?

3 
Si l’arithmétique peut être vue comme la science des nombres, des quantités et des
          grandeurs (Carraher et Schliemann, 2007), l’algèbre peut, selon nous, être vue comme la
          science des opérations (Bronner, 2007). Plus précisément, l’algèbre peut être vue comme un
          ensemble d’activités mathématiques où interviennent des opérations (lois de composition,
          internes ou externes, binaires ou n-aires) pouvant être de nature quelconque (addition,
          multiplication, rotation, composition, etc.), mais répétées un nombre fini de fois
          (Squalli, 2000, 2015). Ces activités sont marquées par une manière de penser, une pensée
          algébrique. Sur le plan opératoire, la pensée algébrique se déploie au moyen de:
	Un ensemble de raisonnements particuliers (comme généraliser, raisonner de
              manière analytique, symboliser et opérer sur des symboles; exprimer, interpréter,
              raisonner sur des relations entre variables, en particulier des relations
              fonctionnelles, raisonner en matière de structures, etc.);

	Des manières d’approcher des concepts en jeu dans les activités algébriques
              (comme voir l’égalité comme une relation d’équivalence, laisser les opérations en
              suspens; voir une expression numérique comme un objet en soi et non uniquement comme
              une chaîne de calcul, etc.);

	Des modes de représentation et des manières d’opérer sur ces
              représentations.



4 
Par ailleurs, plusieurs chercheurs soulignent le caractère analytique de la pensée
          algébrique (Lins, 1992, 1993; Gascon, 1994, Bednarz, Kieran et Lee, 1996; Radford, 2010,
          2108; Squalli, 2000). Dans le contexte de la résolution de problèmes, raisonner
          analytiquement consiste à opérer sur l’inconnue comme si c’était un nombre connu,
          procédant ainsi de l’inconnu vers le connu. En revanche, la pensée arithmétique est de
          nature non analytique. Comme le font remarquer Mason et Binns (1993), dans une démarche
          arithmétique de résolution, on fait simplement une suite de calculs sur des quantités
          connues, on n’opère jamais sur des inconnues. La distinction entre un mode de raisonnement
          arithmétique et un mode de raisonnement algébrique réside précisément dans le caractère
          analytique de ce dernier, non dans l’absence ou la présence de lettres pour représenter
          les inconnues. Nous étayons cette distinction en nous appuyant sur quelques étapes
          importantes du développement historique de l’algèbre élémentaire (Squalli, 2000). Le
          développement du raisonnement analytique est donc au coeur du développement de la pensée
          algébrique dans le contexte de la résolution de problèmes se ramenant à la recherche de
          valeurs d’inconnues.

5 
Comme l’explique Kieran (2016), avec les travaux de recherche du courant Early Algebra, les objets de recherche ne sont plus
          focalisés sur le contenu de l’algèbre, mais sur la pensée algébrique, sur les
          représentations appropriées pour les jeunes enfants ainsi que sur la nature des premières
          activités d’algèbre susceptibles de promouvoir leur développement. Cependant, la
          généralisation est la composante de la pensée algébrique qui domine largement les sujets
          d’étude de ces recherches (Kieran, 2018). À notre connaissance, très peu de travaux du
          courant Early Algebra se sont intéressés à la
          composante analytique de la pensée algébrique. Les travaux importants dans ce sens sont
          ceux de Bednarz et Janvier mais conduits dans une vision d’introduction à l’algèbre du
          secondaire sur la base des connaissances arithmétiques des élèves développés au primaire.
          Cherchant à introduire l’algèbre dans un contexte de résolution de problèmes, Bednarz et
          Janvier se sont intéressées à définir les types de problèmes qui faciliteraient le passage
          de l’élève d’un mode arithmétique à un mode algébrique de résolution. Pour analyser les
          problèmes que l’on retrouve traditionnellement dans des manuels d’arithmétique et dans
          ceux d’algèbre, de même que pour étudier les types de problèmes qui posent des difficultés
          aux élèves, elles ont élaboré un cadre d’analyse qui se base sur la nature du «calcul
          relationnel» (Vergnaud, 1982) dans la représentation et la résolution de tels problèmes:
          la nature des relations entre les quantités en jeu dans le problème, connues et inconnues,
          et le lien entre ces relations.

6 
Elles avancent:
En arithmétique, les problèmes qui sont généralement proposés aux élèves sont des
            problèmes dits «connectés»: une relation peut facilement être établie entre deux données
            connues; donnant la possibilité de raisonner arithmétiquement (à partir des données
            connues vers l’inconnue à la fin des calculs) […].
À l’opposé, en algèbre les problèmes qui sont généralement proposés aux élèves
            sont dits «déconnectés»: aucun chemin direct ne peut être établi entre deux données
            connues comme c’est le cas des problèmes de la figure 1.
Bednarz et Janvier, 1996, p. 123, traduction libre


7 
La figure suivante illustre la structure de ces deux types de problèmes (Bednarz et
          Janvier, 1996, p. 123) :
[image: Problème arithmétique vs algébrique] Figure 1 Problème arithmétique vs
              algébrique

 [Voir la liste des
            figures] 

8 
L’analyse des procédures de résolution utilisées par des élèves ne connaissant pas
          encore l’algèbre dans des problèmes dits déconnectés leur a révélé que ces derniers tentent de rendre ces problèmes
            connectés en essayant de créer des liens entre
          les données pour être capables d’opérer sur elles à partir d’une donnée connue. Bednarz et
          Janvier (1996) ont regroupé les raisonnements utilisés par les élèves en quatre
          catégories.

9 
Dans la première, on trouve les raisonnements qui prennent comme point de départ de
          la résolution l’état connu dans le problème. L’élève cherche un état initial connu à
          partir duquel il peut générer les inconnues du problème et suit une procédure erronée. Un
          deuxième type de raisonnement consiste à créer un état initial en utilisant un nombre
          fictif. On trouve ici les procédures du type «essais-erreurs». Un troisième type de
          raisonnement est celui qui consiste à partager la quantité totale connue en autant de
          parts égales que le nombre d’inconnues constituant cette totalité, puis de générer à
          l’aide du nombre obtenu les valeurs des inconnues. Le quatrième et dernier type de
          raisonnement est d’un niveau plus élevé et consiste à se baser sur la structure du
          problème. L’élève opère sur les relations entre les quantités et transforme complètement
          le problème initial en un problème plus global où il est possible de faire les
          calculs.

10 
Dans la perspective du développement précoce de la pensée algébrique, c’est-à-dire
          dès le primaire, le développement de la pensée analytique devrait être étudié non pas à la
          veille de l’introduction de l’algèbre, comme c’est le cas des travaux de Bednarz et
          Janvier, mais selon une plus longue période. En outre, plusieurs travaux (Adihou, Squalli,
          Saboya, Tremblay et Lapointe, 2015; Saboya, Besançon, Martin, Adihou, Squalli et
          Tremblay, 2013; Marchand et Bednarz, 1999, 2000; Bednarz et Janvier, 1994, 1996) montrent
          que la confrontation des élèves à des problèmes déconnectés avant leur introduction à
          l’algèbre favorise l’émergence de raisonnements sophistiqués (tels les raisonnements de
          type fausse position). En revanche, l’introduction de la méthode algébrique de résolution
          est un obstacle à l’émergence de ce type de raisonnements. Notre postulat est qu’entre la
          catégorie des raisonnements non analytiques (degré d’analyticité nul) et celle des
          raisonnements analytiques (degré d’analyticité optimal) existe une autre catégorie de
          raisonnements riches sur le plan de la pensée mathématique, mais qui ne peuvent être
          catalogués comme analytiques ou non analytiques (degré d’analyticité non nul mais non
          optimal). L’objet de ce texte est de proposer un cadre d’analyse qui permet de catégoriser
          les différents types de raisonnement selon leur degré d’analyticité en prenant en compte
          la nature du registre de représentation. 

11 
Ainsi, notre proposition s’inscrit dans l’axe 1: «Fondements épistémologiques et
          didactiques» de ce numéro thématique. Plus particulièrement, il apporte des éléments de
          réponse à la question suivante de cet axe: comment
            distinguer le raisonnement algébrique du raisonnement arithmétique dans la résolution de
            problèmes se ramenant à la recherche de valeurs d’inconnues?

 2. Un éclairage historique [image: Retour au plan de l'article]
12 
Selon Hintikka et Remes (1964), l’analyse est une méthode que des géomètres grecs
          utilisaient dans la recherche de preuves de théorèmes et dans des problèmes de
          construction. Ils ajoutent: «Dans les deux cas, l’analyse consiste à supposer connu ce qui
          est recherché pour en tirer des conséquences jusqu’à ce qu’on atteigne une chose déjà
          connue» (traduction libre) [2]. Le raisonnement analytique
          apparaît ainsi comme un raisonnement de type hypothéticodéductif. Dans la recherche de la
          valeur de l’inconnue, on fait comme si cette
          valeur existait et on opère sur elle comme on opère sur les nombres connus. Nous allons
          voir que cette méthode analytique a été caractéristique de l’algèbre élémentaire dans
          plusieurs étapes importantes de son développement historique [3].

 2.1 La méthode analytique, fondement de l’algèbre d’al-Khawarizmi [image: Retour au plan de l'article]
13 
Mohammed ibn Musa al-Khawarizmi composa à Bagdad, entre 813 et 833, son célèbre
          ouvrage: Le livre concis d’al-jabr et
            d’al-muqàbala. Dans les pages de ce manuel, on voit surgir l’algèbre, pour la première fois, comme discipline
          mathématique distincte, indépendante et en possession de son nom (Rashed, 1984). L’algèbre
          selon al-Khawarizmi se présente comme la théorie des équations linéaires et quadratiques à
          une seule inconnue et du calcul élémentaire sur les binômes et trinômes associés (calcul
          algébrique), sans que soit encore formulée l’idée de polynôme en général (Rashed, 1984).
          Le registre du langage naturel y est essentiel: le calcul est exprimé complètement en
          mots, les inconnues et leurs carrés sont représentés explicitement par des noms (la chose,
          le carré de la chose ou màl). Ce que nous écrivons ax2 = bx et
            ax2 = c sont écrits respectivement, les carrés égalent les choses, les carrés égalent les nombres, les transformations algébriques, soit les
          règles d’opérations sur les expressions et les équations sont nommées explicitement
            (al-jabr, al-muqabala, etc.). Le registre géométrique de représentation sémiotique est
          utilisé pour donner la preuve par figures des algorithmes de solution des équations
          canoniques. Avec al-Karaji (fin xe siècle et début du xie siècle) et ses successeurs, l’algèbre
          d’al-Khawarizmi est vue, selon l’expression même de l’époque, comme une «arithmétique des
          inconnues» et conçue comme étant essentiellement analytique. Selon les termes d’al
          Samaw’al (1130-1174), il s’agit d’une part «d’opérer sur les inconnues comme les
          arithméticiens opèrent sur les connues» (Rashed, 1984). La citation suivante d’al-Karaji
          éclaire la signification de l’algèbre et de la méthode algébrique, essentiellement
          analytique, que leur donnait cet auteur:
Sache que toute (la science du) calcul consiste à déterminer les inconnues à
            l’aide des données connues. On ne parvient à cette détermination que grâce à trois
            choses.
Premièrement, et c’est là la plus difficile: la formulation (tanãwul) du problème à l’aide d’un traitement l’amenant au
            stade de l’équation, ce à quoi on parvient avec une longue pratique et une connaissance
            de règles que nous avons exposées dans notre ouvrage intitulé Badi‘.
Deuxièmement: les conditions du problème, parce que ce sont des auxiliaires
            puissants.
Troisièmement: les opérations de l’algèbre, à savoir l’augmentation, la
            diminution, la multiplication, la division, l’addition, la soustraction, la proportion,
            la restauration et la réduction (al-jabr
              wa’l-muqãbala), enfin la détermination de l’inconnue.
cité dans Sesiano, 1977, p. 301


 2.2 Cardan: opérer sur des nombres imaginaires comme on opère sur des nombres
        connus [image: Retour au plan de l'article]
14 
La recherche de règles générales pour la résolution algébrique − c’est-à-dire au
          moyen des opérations d’addition, de soustraction, de multiplication, de division et de
          l’extraction de racines carrées ou cubiques − de l’équation du troisième degré allait
          conduire les algébristes italiens du xvie siècle à raisonner sur des nombres dits
          «imaginaires», une nouvelle catégorie de nombres. Les trois pionniers dans ce domaine sont
          Scipione del Ferro, Tartaglia et Cardan (Itard, 1977). En langage moderne, la solution
          trouvée pour l’équation  est la suivante:

15 
Cardan a vite compris les difficultés soulevées par cette équation. Lorsque
             est négatif, la racine carrée de ce nombre ne peut pas être calculée.
          Cependant, si on écrit le calcul comme si on pouvait
            l’exécuter, on trouve une valeur bien déterminée qui est une solution de
          l’équation. Or, dans ce cas, on sait que l’équation possède trois racines, comme Archimède
          l’avait montré géométriquement dans son livre De la sphère et du cylindre, livre second
          où un problème de solides est mathématisé par l’équation en question (Itard, 1977). En
          acceptant de calculer sur des racines carrées de nombres négatifs, Cardan utilisait un
          artifice de calcul lui permettant de trouver trois racines pour cette équation. Pour lever
          la difficulté, il introduisit timidement – Bombelli le fera plus nettement en 1572 – de
          nouveaux nombres dits «impossibles» ou «imaginaires».

16 
À titre d’exemple, pour l’équation x3 − 63x − 162
          = 0 (équation dite irréductible) la formule de Cardan donne:  laquelle, après simplification aboutit à: .

17 
En acceptant d’appliquer à  les opérations de base habituelles et en supposant que les propriétés de ces
          opérations restent aussi valides pour ces nouveaux «objets», Cardan arrive à trouver une
          solution réelle de l’équation cubique. Le raisonnement heuristique de Cardan est
          manifestement de nature «analytique». Cependant, dans ce cas, Cardan n’opère pas sur un
          objet (un nombre) dont la valeur est non déterminée ni sur une variable dont le domaine de
          référence est connu, mais plutôt sur des «objets imaginaires».

 2.3 Viète: l’algèbre comme art analytique [image: Retour au plan de l'article]
18 
Il est bien connu que François Viète a introduit, en 1591, l’usage des lettres pour
          désigner aussi bien les grandeurs inconnues que les grandeurs connues. Pour souligner
          l’importance de la méthode d’analyse en algèbre, Viète décrivait l’algèbre comme un art
          analytique. En effet, dans son livre Introduction à l’art
            analytique, Viète définit l’algèbre comme une méthode d’analyse comportant
          trois étapes: l’analyse zététique, l’analyse poristique et l’analyse rhétique ou
          exégétique. L’historien Itard nous explique en langage moderne en quoi consistent les
          trois types d’analyse dont parle Viète:
La zététique consiste à adopter un
            symbolisme permettant de noter tant les grandeurs inconnues que les grandeurs connues, à
            exprimer les liens qui les unissent et à dégager l’équation qui, sous forme abstraite,
            résume le problème posé. L’analyseporistique étudie, transforme, discute cette
            équation. Enfin l’exégétique, ou analyse rhétique, revenant au problème concret, résout
            l’équation, soit par des constructions s’il s’agit de géométrie, ou par des calculs s’il
            s’agit d’arithmétique.
Itard, 1977, p. 245
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Viète disait avoir créé une nouvelle algèbre où le calcul est réalisé sur des
          «espèces», c’est-à-dire des nombres non spécifiés (logistica
            speciosa) en opposition à un calcul essentiellement numérique (logistica numerosa) (Boutroux, 1913). Il décrit
          explicitement les différents types d’espèces et les propriétés des opérations sur elles
          (Charbonneau et Lefebvre, 1992). Ces deux auteurs précisent:
Dans ses manipulations, contrairement à ses prédécesseurs, il [Viète] ne fait
            aucune distinction entre les espèces représentant des grandeurs connues et celles
            représentant des grandeurs inconnues, si ce n’est de représenter celles-là par des
            consonnes et celles-ci par des voyelles.
Charbonneau et Lefebvre, 1992, p. 13


20 
Avant Viète, le calcul algébrique était un calcul sur des équations et sur les
          expressions polynomiales correspondantes où, contrairement aux paramètres qui restaient
          numériques, seule l’inconnue était représentée par un symbole. Ce «symbolisme» n’était pas
          immédiatement opérationnel; il était toutefois utile parce que sa concision permettait de
          retenir facilement les étapes de résolution, au moins en ce qui concerne l’inconnue
          (Charbonneau et Lefebvre, 1992). Avec Viète, le calcul algébrique devenant un calcul
          littéral (logistica speciosa), c’est-à-dire un
          calcul avec des lettres, l’algèbre se dote d’une «épaisseur syntaxique». 

 3. Cadre d’analyse du raisonnement analytique [image: Retour au plan de l'article]
21 
Après ce détour historique, nous sommes maintenant en mesure de caractériser de
          manière précise le raisonnement analytique dans le contexte de la résolution de problèmes
          se ramenant à la recherche de valeurs d’inconnues.
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Dans le cadre de la résolution de problèmes à une seule inconnue, en algèbre, nous
          parlons de raisonnement analytique dans le sens
          suivant:
	On suppose qu’il existe une valeur (éventuellement plusieurs) pour chacune des
              inconnues répondant aux conditions du problème. On accepte de représenter ces
              inconnues par un symbole et d’opérer sur eux comme si leur valeur était
              connue.

	À l’aide de ces symboles, on traduit les différentes relations entre les données
              connues et inconnues du problème ainsi que l’équation mathématisant le
              problème.

	On cherche des conséquences logiques de 1. et 2. en opérant sur les
              représentations des relations et de l’équation jusqu’à ce que l’on soit en mesure de
              trouver les valeurs des inconnues. Dans le cas où on aboutit à une conséquence
              impossible, par exemple 0 = 1, alors on peut conclure que la supposition initiale
              était fausse, c’est-à-dire qu’il n’existe pas de valeurs des inconnues répondant aux
              conditions du problème.
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Il va de soi que le symbole utilisé pour représenter une inconnue peut être
          différent d’une lettre (mot, dessin, une notation non standard comme une simple marque sur
          le papier), comme chez les algébristes avant Viète. La nature du symbole est secondaire du
          moment que ce symbole est utilisé comme substitut de l’inconnue que l’on peut manipuler
          lorsqu’on veut opérer sur l’inconnue.
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Par ailleurs, notre cadre d’analyse devrait nous permettre de distinguer le
          raisonnement algébrique du raisonnement arithmétique dans la résolution de problèmes se
          ramenant à la recherche de valeurs d’inconnues. À cet effet, nous devons prendre en compte
          dans notre analyse les deux dimensions suivantes: 1) le caractère analytique ou non du
          raisonnement et 2) le registre de représentation sémiotique (Duval, 1995) des inconnues et
          des équations.

 3.1 Les catégories de raisonnement selon le degré d’analycité [image: Retour au plan de l'article]
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Nous considérons trois grandes catégories. La première regroupe les raisonnements de
          nature non analytique (degré d’analycité nul). Une seconde catégorie regroupe les
          raisonnements analytiques (degré d’analycité optimal). La troisième catégorie regroupe les
          raisonnements dits à tendance analytique qui respectent partiellement les
          caractéristiques d’un raisonnement analytique que nous venons de présenter (degré
          d’analycité non nul mais non optimal). Définissons ces catégories de façon plus
          précise.

 3.1.1 Les raisonnements de nature non analytique [image: Retour au plan de l'article]
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Cette catégorie regroupe les raisonnements qui sont caractéristiques d’une démarche
          arithmétique de résolution. Pour déterminer les valeurs des inconnues, l’élève opère sur
          des données et des relations connues. À aucun moment il n’opère sur une inconnue ou sur un
          nombre non déterminé (par exemple, une variable ou un paramètre). Ces raisonnements sont
          performants dans la résolution des problèmes de type connecté [4]. En revanche, dans le cas des problèmes déconnectés (Bednarz et Janvier,
          1996), ils ne le sont pas à moins de recourir à un raisonnement de type
          essais-erreurs.

 3.1.2 Les raisonnements analytiques [image: Retour au plan de l'article]
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Ce sont les raisonnements qui respectent toutes les caractéristiques du raisonnement
          analytique défini précédemment. Dans ce type de raisonnement, l’élève considère
          l’inconnue, la représente par un symbole, utilise cette représentation pour exprimer les
          relations entre les données connues et les autres inconnues du problème et opère sur ces
          représentations pour former l’équation et trouver les valeurs des inconnues. 

 3.1.3 Les raisonnements à tendance analytique [image: Retour au plan de l'article]
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Nous incluons dans cette catégorie trois classes de raisonnements. La première
          regroupe les raisonnements hypothéticodéductifs où l’élève affecte une valeur déterminée à
          une inconnue sachant qu’elle est fausse, fait comme si cette inconnue possédait cette
          valeur, opère sur les relations et génère les valeurs des autres inconnues. Il raisonne
          ensuite sur les relations et les valeurs produites pour trouver la valeur exacte de
          l’inconnue de départ. Les raisonnements de type fausse position sont un exemple de tels
          raisonnements. Dans ce type de raisonnement, le sujet fait comme si la valeur de
          l’inconnue était connue, mais au lieu d’opérer sur une représentation de cette inconnue,
          il opère sur une valeur fausse mais déterminée. Pour cette raison, nous considérons que ce
          type de raisonnement est à tendance analytique mais n’est pas analytique.
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La seconde classe regroupe les raisonnements où l’élève considère les inconnues
          momentanément comme des variables. Pour trouver les valeurs de ces variables qui
          respectent les conditions du problème, il n’opère pas sur elles – comme dans le cas d’un
          raisonnement analytique – mais sur leurs instanciations numériques. C’est le cas des
          raisonnements fonctionnels dont on présente un exemple prototypique plus loin.
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La troisième classe regroupe les raisonnements où l’élève considère l’inconnue, la
          représente explicitement, utilise cette représentation pour traduire les relations entre
          les inconnues et les connues mais n’opère pas sur ces représentations pour trouver les
          valeurs des inconnues. C’est pour cette dernière raison que le degré d’analyticité du
          raisonnement n’est pas jugé optimal.

 3.2 Les registres de représentations sémiotiques [image: Retour au plan de l'article]
31 
Nous avons retenu trois types de registres au sens de Duval (1995) et de Hitt et
          Passaro (2007): le registre numérique, le registre algébrique conventionnel et le registre
          intermédiaire. Comme Hitt (2004) ainsi que Hitt et Passaro (2007), en plus de considérer
          les représentations sémiotiques institutionnalisées, nous nous intéresserons aux mots et
          aux registres spontanés (diagrammes). À cette fin, il devient nécessaire d’étudier les
          contraintes du problème, mais aussi celles dont l’élève tient compte dans l’élaboration de
          sa résolution.
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Le registre de représentation est dit «numérique» quand les traces de la résolution
          de l’élève ne comportent que des nombres déterminés et des opérations sur ces
          nombres.
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Le registre de représentation est dit «algébrique conventionnel» si l’élève recourt
          au langage algébrique littéral.
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Le registre de représentation est dit «intermédiaire» si l’élève recourt à un, ou à
          plusieurs, mode de représentation non purement numérique ou algébrique conventionnel. Par
          exemple, l’élève peut représenter une inconnue par un mot, par le dessin d’une ligne, ou
          par un carré vide. Il peut représenter les relations par un dessin, utiliser une table de
          valeurs numérique, etc.

 4. La grille d’analyse des raisonnements dans la résolution de problèmes de partage
        inéquitable [image: Retour au plan de l'article]
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Pour opérationnaliser ce cadre d’analyse, nous avons analysé les réponses de
          605 élèves de 48 classes de premier cycle du secondaire (âgés entre 12 et 14 ans) ayant
          participé à une enquête par questionnaire. Le questionnaire comportait 12 problèmes de
          partage inéquitable à 2 ou 3 inconnues et de niveaux de difficulté variable. Les résultats
          de cette enquête sont présentés dans «Nature analytique des raisonnements d’élèves au
          début du secondaire: qu’en est-il lors de la résolution de problème visant le
          développement de la pensée algébrique?» (https://www.erudit.org/fr/revues/ncre/2020-v22-n1-ncre05349/1070025ar). Cette analyse avait un double objectif. Le
          premier est d’identifier des exemples prototypiques de raisonnements à tendance analytique
          ou de raisonnement analytique dans un registre non algébrique conventionnel. La production
          de ce type de raisonnements par des élèves n’ayant pas encore été initiés à la méthode
          algébrique conventionnelle de résolution montrerait tout l’intérêt du développement
          précoce de la pensée algébrique. En effet, ces raisonnements sont sophistiqués sur le plan
          mathématique, mais leur émergence serait contrecarrée par l’introduction de l’algèbre du
          secondaire. Notre second objectif est de proposer une grille d’analyse des raisonnements
          des élèves dans la résolution de problèmes de partage inéquitable.
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Le tableau 1 présente cette grille qui permet d’analyser les raisonnements de
          résolutions de problèmes de partage inéquitable selon le degré d’analycité et la nature du
          registre de représentation.

[image: Catégories de raisonnements selon le degré d’analycité et la nature du registre de représentation] Tableau 1 Catégories de raisonnements selon le degré
              d’analycité et la nature du registre de représentation

 [Voir la liste des
            tableaux] 
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Les différentes catégories de raisonnement de cette grille seront illustrées par des
          exemples prototypiques issus de productions d’élèves.

[image: - Le problème est un problème connecté de type puits* (Marchand et Bednarz, 1999).- L’élève calcule les valeurs des deux inconnues nombre de jeunes inscrits au soccer et nombre de jeunes inscrits au tir à l’arc en utilisant les relations connues entre ces deux inconnues et le nombre connu de jeunes inscrits au canoë (252). Il déduit alors le total des jeunes inscrits aux trois activités. Le registre utilisé est le registre numérique.* Pour désigner la nature de l’enchaînement des relations dans des problèmes de partage inéquitable, Marchand et Bednarz (1999) distinguent trois types de problèmes: source, composition de relation et puits. Un problème est de type source si les différentes grandeurs inconnues peuvent être générées directement par une même inconnue. Un problème est de type puits si une des inconnues peut être générée à partir des autres inconnues. Finalement, un problème est de type composition de relations si une des inconnues est générée par une composition des relations entre les inconnues.] Figure 2  [Voir la liste des
            figures] - Le problème est un problème connecté de type puits* (Marchand et Bednarz,
            1999).
- L’élève calcule les valeurs des deux inconnues nombre de jeunes inscrits au soccer et nombre de jeunes inscrits au tir à l’arc en utilisant les relations
            connues entre ces deux inconnues et le nombre connu de jeunes inscrits au canoë (252).
            Il déduit alors le total des jeunes inscrits aux trois activités. Le registre utilisé
            est le registre numérique.
* Pour désigner la nature de l’enchaînement des relations dans des problèmes de
            partage inéquitable, Marchand et Bednarz (1999) distinguent trois types de problèmes:
            source, composition de relation et puits. Un problème est de type source si les
            différentes grandeurs inconnues peuvent être générées directement par une même inconnue.
            Un problème est de type puits si une des inconnues peut être générée à partir des autres
            inconnues. Finalement, un problème est de type composition de relations si une des
            inconnues est générée par une composition des relations entre les inconnues.

 4.1 Raisonnements de type non analytique [image: Retour au plan de l'article]
 4.1.1 Raisonnements basés sur un calcul direct [image: Retour au plan de l'article]
38 
Cette classe de raisonnements regroupe les raisonnements arithmétiques habituels
          dans le cas de problèmes connectés. L’élève opère sur les données et les relations connues
          pour trouver la valeur de l’inconnue.

 4.1.2 Raisonnements de type essais-erreurs avec ajustement simple [image: Retour au plan de l'article]
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L’élève donne une valeur spécifique à une des inconnues, génère les valeurs des
          autres inconnues à l’aide des relations connues. En se basant sur l’écart obtenu entre le
          nombre total désiré et le nombre total obtenu, il ajuste en conséquence la valeur du
          nombre de départ sans prise en compte des relations entre les inconnues.

[image: - Le problème est déconnecté, de type composition de deux relations multiplicatives.- L’élève écrit les relations entre les inconnues, organise ses essais au moyen d’une table de valeurs. Il ordonne ses inconnues de la plus petite à la plus grande (après un premier essai non fructueux). Il donne une valeur à l’inconnue relative à Carlos (15), génère celle relative à François (30) et ensuite celle relative à Sophia (150). Il obtient un total (195) inférieur à celui désiré (494). Il reprend cette procédure, en ajustant la valeur de l’inconnue relative à Carlos jusqu’à ce qu’il réussisse à obtenir le total désiré 494.] Figure 3  [Voir la liste des
            figures] - Le problème est déconnecté, de type composition de deux relations
            multiplicatives.
- L’élève écrit les relations entre les inconnues, organise ses essais au moyen
            d’une table de valeurs. Il ordonne ses inconnues de la plus petite à la plus grande
            (après un premier essai non fructueux). Il donne une valeur à l’inconnue relative à
            Carlos (15), génère celle relative à François (30) et ensuite celle relative à Sophia
            (150). Il obtient un total (195) inférieur à celui désiré (494). Il reprend cette
            procédure, en ajustant la valeur de l’inconnue relative à Carlos jusqu’à ce qu’il
            réussisse à obtenir le total désiré 494.
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Notons ici que ce raisonnement n’est pas de type hypothéticodéductif. Par ses
          essais, l’élève tente de «deviner» la valeur juste de l’inconnue en utilisant en actes le
          théorème des valeurs intermédiaires. Les calculs sont réalisés pour vérifier la justesse
          de la valeur initiale. Le registre est numérique. La table de valeurs sert ici comme moyen
          d’organisation des essais numériques.

 4.1.3 Essais-erreurs avec ajustement raisonné [image: Retour au plan de l'article]
[image: - Ce problème est déconnecté de type puits. Les relations sont des relations de comparaison additives.- L’élève commence par opérer sur les nombres donnés en effectuant 315 − 127 et il essaie la valeur trouvée 188 comme valeur de l’inconnue en lien avec le soccer. À l’aide de cette valeur et des relations précisées dans le problème, il calcule ensuite les valeurs des deux autres inconnues (90 pour le tir à l’arc et 61 pour le canoë) ainsi que le total des trois nombres obtenus (339). Il calcule la différence entre le total obtenu et le total désiré: 339 − 315 = 24. Pour ajuster les valeurs des trois inconnues, il réduit chacune des valeurs du tiers de 24 soit 8. Il vérifie alors que le total des trois nombres obtenus (180, 82 et 53) est bien 315.] Figure 4  [Voir la liste des
            figures] - Ce problème est déconnecté de type puits. Les relations sont des relations de
            comparaison additives.
- L’élève commence par opérer sur les nombres donnés en effectuant 315 − 127 et il
            essaie la valeur trouvée 188 comme valeur de l’inconnue en lien avec le soccer. À l’aide
            de cette valeur et des relations précisées dans le problème, il calcule ensuite les
            valeurs des deux autres inconnues (90 pour le tir à l’arc et 61 pour le canoë) ainsi que
            le total des trois nombres obtenus (339). Il calcule la différence entre le total obtenu
            et le total désiré: 339 − 315 = 24. Pour ajuster les valeurs des trois inconnues, il
            réduit chacune des valeurs du tiers de 24 soit 8. Il vérifie alors que le total des
            trois nombres obtenus (180, 82 et 53) est bien 315.
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Dans ce cas comme précédemment le registre est numérique. La table de valeurs sert
          comme moyen d’organisation des essais numériques. La première opération 315 − 127 = 188
          permet à l’élève de créer un état initial (Bednarz et Janvier, 1996) et pouvoir ainsi
          opérer sur des données connues. L’élève se comporte ainsi comme dans le schéma d’un
          raisonnement non analytique. Voyant que le total des valeurs initiales des trois inconnus
          dépasse le total désiré, il va réduire chacune de ces valeurs du tiers de la différence
          entre le total obtenu et le total désiré. Cette démarche permet de bien ajuster les
          valeurs initiales compte tenu de la structure additive du problème [5]. Nous disons que cet ajustement est raisonné, l’élève obtient la valeur
          recherchée de chacune des inconnues en raisonnant sur le résultat d’un premier
          essai.

 4.2 Raisonnements à tendance analytique [image: Retour au plan de l'article]
 4.2.1 Raisonnements fonctionnels, registre table de valeurs numériques [image: Retour au plan de l'article]
[image: - L’élève dresse une table de valeurs et donne les valeurs 1, 2 et 3 à la variable nombre d’amis de Carlos. En faisant fonctionner les relations, il génère dans chaque cas les valeurs correspondantes des deux autres ainsi que le total.- En comparant les valeurs de la variable nombre d’amis de Carlos et la variable dépendante total des amis des trois personnes, il déduit la relation fonctionnelle: le nombre d’amis de Carlos fois 13 donne le total. Sachant que le total vaut 494, il divise ce nombre par 13 pour trouver le nombre d’amis de Carlos et déduit alors les nombres d’amis de François et de Sophie et vérifie que le total donne bien 494.] Figure 5  [Voir la liste des
            figures] - L’élève dresse une table de valeurs et donne les valeurs 1, 2 et 3 à la variable
              nombre d’amis de Carlos. En faisant
            fonctionner les relations, il génère dans chaque cas les valeurs correspondantes des
            deux autres ainsi que le total.
- En comparant les valeurs de la variable nombre
              d’amis de Carlos et la variable dépendante total des amis des trois personnes, il déduit la relation fonctionnelle:
            le nombre d’amis de Carlos fois 13 donne le total. Sachant que le total vaut 494, il
            divise ce nombre par 13 pour trouver le nombre d’amis de Carlos et déduit alors les
            nombres d’amis de François et de Sophie et vérifie que le total donne bien 494.
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Le registre utilisé est numérique. Les lettres F, C et S servent comme désignation
          des variables. La table des valeurs sert comme table des valeurs des différentes
          relations, implicitement fonctionnelles, entre les variables. Elle permet tout
          particulièrement de réfléchir sur la règle de la relation fonctionnelle entre la variable
            nombres d’amis de Carlos et la variable
            nombre total des amis. Le choix de la valeur 1
          pour le nombre d’amis de Carlos montre que le schéma de raisonnement de cet élève est
          différent des cas des raisonnements non analytiques. En effet, l’élève ne tente pas de
          deviner la valeur juste de l’inconnue et d’ajuster ensuite son essai. Le nombre d’amis de
          Carlos ainsi que le total sont momentanément considérés comme variables liées par une
          relation fonctionnelle. Les valeurs numériques sont des instanciations spécifiques de ces
          variables. L’élève infère la régularité (la règle de cette relation) à partir de quelques
          cas spécifiques. Nous sommes ici dans le scénario d’une généralisation arithmétique, car
          la régularité est obtenue non pas en réfléchissant sur la structure des relations
          qu’entretiennent les nombres dans la situation, mais sur leur qualité «nombrante» dans le
          cadre numérique et implicitement fonctionnel. Pour cette raison nous disons que ce
          raisonnement est à tendance analytique, car son degré d’analycité est non nul, mais non
          optimal. 

 4.2.2 Raisonnements de type fausse position, registre numérique [image: Retour au plan de l'article]
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L’élève donne une valeur spécifique à une des inconnues qu’il sait fausse, génère
          les valeurs des autres inconnues à l’aide des relations connues. En se basant sur l’écart
          obtenu entre le nombre total désiré et le nombre total obtenu, il ajuste en conséquence la
          valeur du nombre de départ en prenant en compte les relations entre les
          inconnues.
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Le registre est ici uniquement numérique (voir figure 6). Ce raisonnement est de
          nature hypothéticodéductif. En affectant la valeur 0 à l’inconnue la plus petite, l’élève
          fait comme si cette inconnue possédait cette valeur, ce qui lui permet de générer les
          valeurs des deux autres inconnues. L’élève sait manifestement que cette valeur est fausse,
          la suite de la résolution montre qu’il sait comment corriger cette valeur initiale après
          avoir obtenu le total de la somme des trois inconnues. Nous sommes donc bien dans le
          scénario des raisonnements de type fausse position. Par ailleurs, le choix de 0 comme
          valeur initiale est judicieux dans les problèmes de partage inéquitable à structure
          additive. En effet, le total des valeurs fausses correspond au total des écarts entre
          chacune des deux inconnues et l’inconnue de référence Sophia. En soustrayant ce nombre du
          total des trois inconnues, on obtient le triple de la valeur réelle de l’inconnue Sophia.
          Nous voyons que l’élève maîtrise bien l’équation mathématisant le problème bien qu’elle
          reste implicite. Ce raisonnement peut être interprétée également comme une version
          additive du cas d’un raisonnement proportionnel avec retour à l’unité, dans le cas des
          problèmes multiplicatifs.

[image: - Le problème est déconnecté, de type composition de deux relations, ces relations étant des relations de comparaisons additives.- L’élève identifie et nomme les trois inconnues par les noms des personnes. Il comprend que l’inconnue Sophia a la plus petite valeur. Il lui affecte la valeur 0 et génère les valeurs des deux autres inconnues à partir des relations. Il calcule le total des trois valeurs et obtient 259. Il soustrait cette valeur du total des amis des trois personnes: 496 − 259 = 237. Il divise le résultat par trois: 237 ÷ 3 = 79. Il ajuste les trois valeurs initiales des trois inconnues en leur ajoutant 79.] Figure 6  [Voir la liste des
            figures] - Le problème est déconnecté, de type composition de deux relations, ces relations
            étant des relations de comparaisons additives.
- L’élève identifie et nomme les trois inconnues par les noms des personnes. Il
            comprend que l’inconnue Sophia a la plus petite valeur. Il lui affecte la valeur 0 et
            génère les valeurs des deux autres inconnues à partir des relations. Il calcule le total
            des trois valeurs et obtient 259. Il soustrait cette valeur du total des amis des trois
            personnes: 496 − 259 = 237. Il divise le résultat par trois: 237 ÷ 3 = 79. Il ajuste les
            trois valeurs initiales des trois inconnues en leur ajoutant 79.

 4.2.3 Raisonnements de type fausse position, registre intermédiaire [image: Retour au plan de l'article]
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Comme dans le cas du raisonnement qui précède celui-ci (voir figure 7, p. 54) est du
          type fausse position. Mais le registre de représentation est intermédiaire. L’élève
          utilise des schémas pour représenter les relations entre les différentes inconnues, pour
          opérer sur ces relations (trouver que l’écart entre canoë et tir à l’arc est de 29), et
          pour représenter l’équation mathématisant le problème.

 4.2.4 Raisonnements à tendance analytique, inconnues explicites, registre
        algébrique [image: Retour au plan de l'article]
46 
L’élève représente les inconnues par des lettres, utilise ces lettres pour
          représenter les relations et l’équation mais n’opère pas sur ces représentations (voir
          figure 8, p. 55).
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Certains élèves utilisent ces représentations à l’aide de signes alphanumériques
          comme support mémoriel, tandis que le traitement reste arithmétique. L’usage des signes
          alphanumériques est fait uniquement dans un but de désignation en se donnant des règles de
          formation et non pas de traitement (Duval, 1995).
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L’élève utilise donc de façon correcte le registre algébrique pour former les
          équations, mais il ne sait pas utiliser les règles de traitement et pour cela il a recours
          au registre numérique essentiellement mobilisé sous la forme de calculs posés. Dans cette
          résolution, l’élève utilise les lettres comme désignations des inconnues, il n’opère pas
          sur ces lettres; et ses raisonnements restent toujours attachés au contexte. Le fait
          d’avoir choisi l’inconnue C comme inconnue de référence, dont la valeur est la plus petite
          des trois, fait en sorte que tous les calculs qu’il a réalisés ont une signification dans
          le contexte. Ce qui n’aurait pas été le cas s’il avait choisi S ou T comme inconnue de
          référence. En effet, les différences entre les inconnues ne seraient pas toutes positives
          et cela aurait entraîné l’augmentation du nombre total des jeunes inscrits dans les
          activités sportives lorsqu’on ramène les inconnues à une seule.

[image: - L’élève ordonne les inconnues de la plus grande à la plus petite, réécrit les relations entre les inconnues successives, en les schématisant par des flèches; en s’appuyant sur cette représentation son raisonnement aurait alors été le suivant: la valeur de l’inconnue canoë est au moins 0. Il s’ensuit que la valeur de l’inconnue tir à l’arc est au moins 29 et celle du soccer au moins 127. Si l’on soustrait ces valeurs du total réel de ces trois inconnues (315) on trouve 159. Il manquerait donc 159 au total des trois valeurs initiales des trois inconnues. Pour maintenir vraies les relations schématisées par les flèches, il faut répartir équitablement ce manque sur les trois valeurs initiales. Ce qui revient à augmenter ces valeurs de 159 ÷ 3 = 53.] Figure 7  [Voir la liste des
            figures] - L’élève ordonne les inconnues de la plus grande à la plus petite, réécrit les
            relations entre les inconnues successives, en les schématisant par des flèches; en
            s’appuyant sur cette représentation son raisonnement aurait alors été le suivant: la
            valeur de l’inconnue canoë est au moins 0. Il
            s’ensuit que la valeur de l’inconnue tir à l’arc
            est au moins 29 et celle du soccer
            au moins 127. Si l’on soustrait ces valeurs du total réel de ces trois
            inconnues (315) on trouve 159. Il manquerait donc 159 au total des trois valeurs
            initiales des trois inconnues. Pour maintenir vraies les relations schématisées par les
            flèches, il faut répartir équitablement ce manque sur les trois valeurs initiales. Ce
            qui revient à augmenter ces valeurs de 159 ÷ 3 = 53.

[image: - L’élève traduit les trois relations entre les inconnues en représentant explicitement les inconnues par des lettres (première lettre du nom de l’activité): S – 98 = T, S – 127 = C et S + C + T = 315.- Son calcul 127 – 98 = 29 montre qu’il veut calculer l’écart entre les inconnues C et T. Cela lui permet de récrire les relations entre les inconnues en fonction de l’inconnue C: S – 127 = C et T – 29 = C. Il a maintenant trois inconnues dont deux présentent des surplus par rapport à C de 29 et 127 et dont la somme vaut 315. En soustrayant le total des surplus de 315, on obtient le triple de la valeur de C. Ce raisonnement explique les calculs: 29 + 127 = 156; 315 – 156 = 159; 159 ÷ 3 = 53.- Il déduit alors la valeur de l’inconnue C = 53 et ensuite celles des deux autres inconnues.] Figure 8  [Voir la liste des
            figures] - L’élève traduit les trois relations entre les inconnues en représentant
            explicitement les inconnues par des lettres (première lettre du nom de l’activité):
            S – 98 = T, S – 127 = C et S + C + T = 315.
- Son calcul 127 – 98 = 29 montre qu’il veut calculer l’écart entre les inconnues
            C et T. Cela lui permet de récrire les relations entre les inconnues en fonction de
            l’inconnue C: S – 127 = C et T – 29 = C. Il a maintenant trois inconnues dont deux
            présentent des surplus par rapport à C de 29 et 127 et dont la somme vaut 315. En
            soustrayant le total des surplus de 315, on obtient le triple de la valeur de C. Ce
            raisonnement explique les calculs: 29 + 127 = 156; 315 – 156 = 159;
            159 ÷ 3 = 53.
- Il déduit alors la valeur de l’inconnue C = 53 et ensuite celles des deux autres
            inconnues.

 4.3 Raisonnements analytiques [image: Retour au plan de l'article]
 4.3.1 Raisonnements analytiques, inconnues non représentées explicitement, registre
        numérique [image: Retour au plan de l'article]
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Le registre est uniquement numérique, mais il ne rend pas compte de tout le
          raisonnement de l’élève qui s’est appuyé sur des représentations mentales non accessibles
          au chercheur. Dans ce raisonnement, l’inconnue principale nombre d’amis de Carlos n’est pas représentée explicitement ni l’équation
          mathématisant le problème. Nous dirons alors que l’inconnue et l’équation sont muettes
          bien qu’elles soient objets de la pensée de l’élève. Nous avons ici un exemple d’un
          raisonnement analytique alors que le registre de représentation est purement
          numérique.

[image: - La division du nombre total d’amis par 13 et l’affectation du résultat de cette division au nombre d’amis de Carlos montrent que l’élève saisit bien l’équation du problème: le nombre total d’amis est 13 fois le nombre d’amis de Carlos. Cette équation découle d’une bonne interprétation des relations entre les trois inconnues: si Sophia a 5 fois plus d’amis que François et que ce dernier a 2 fois plus d’amis que Carlos, alors Sophia a 10 fois plus d’amis que Carlos. Le total des amis des trois personnes est donc 13 fois celui de Carlos.] Figure 9  [Voir la liste des
            figures] - La division du nombre total d’amis par 13 et l’affectation du résultat de cette
            division au nombre d’amis de Carlos montrent que l’élève saisit bien l’équation du
            problème: le nombre total d’amis est 13 fois le nombre d’amis de Carlos. Cette équation
            découle d’une bonne interprétation des relations entre les trois inconnues: si Sophia a
            5 fois plus d’amis que François et que ce dernier a 2 fois plus d’amis que Carlos, alors
            Sophia a 10 fois plus d’amis que Carlos. Le total des amis des trois personnes est donc
            13 fois celui de Carlos.

 4.3.2 Raisonnements analytiques, inconnue intermédiaire, registre numérique [image: Retour au plan de l'article]
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L’élève semble saisir la structure multiplicative du problème et que les trois
          inconnues sont des multiples de l’inconnue nombre d’amis de
            Carlos. Le total des nombres d’amis des trois personnes étant le tout, Carlos
          en a une partie, François le double donc 2 parties et Sophia en a 5 fois plus que François
          donc 10 parties. Le terme «partie» est un substitut de l’inconnue, il joue le rôle
          d’inconnue intermédiaire dont il faut calculer sa valeur en nombre d’amis. Le tout est
          donc constitué de 13 parties qui totalisent 494 amis (ou personnes selon l’élève). Pour
          trouver la valeur d’une partie en nombre de personnes, l’élève fait la division de 494 par
          13. Il en déduit que le nombre d’amis de Carlos est 38 et en déduit ensuite les nombres
          d’amis de François et de Sophia
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Le raisonnement est analytique, l’élève opère sur une inconnue intermédiaire qu’il
          tient comme substitut à l’inconnue originale. Le registre est numérique. 

[image: - L’élève désigne les inconnues par les noms des trois personnes. Il détermine que Carlos est l’inconnue ayant la plus petite valeur. Il lui affecte la valeur 1. Dans le cours de la résolution, nous comprenons que le 1 désigne une partie du total des amis. Il génère alors les valeurs des deux autres inconnues et calcule le total des valeurs des trois inconnues. Il trouve 13 (parties). Il entreprend alors la division du nombres total des amis (494) par 13. Il trouve 38 personnes/partie. Il en déduit alors les valeurs des trois inconnues.- Dans son exécution de l’algorithme de division de 498 par 13, il utilise la technique de l’addition réitérée de 13 pour trouver le multiplicateur 8; l’addition réitérée s’arrête quand l’élève obtient 104 qui est le reste intermédiaire.] Figure 10  [Voir la liste des
            figures] - L’élève désigne les inconnues par les noms des trois personnes. Il détermine que
            Carlos est l’inconnue ayant la plus petite valeur. Il lui affecte la valeur 1. Dans le
            cours de la résolution, nous comprenons que le 1 désigne une partie du total des amis.
            Il génère alors les valeurs des deux autres inconnues et calcule le total des valeurs
            des trois inconnues. Il trouve 13 (parties). Il entreprend alors la division du nombres
            total des amis (494) par 13. Il trouve 38 personnes/partie. Il en déduit alors les
            valeurs des trois inconnues.
- Dans son exécution de l’algorithme de division de 498 par 13, il utilise la
            technique de l’addition réitérée de 13 pour trouver le multiplicateur 8; l’addition
            réitérée s’arrête quand l’élève obtient 104 qui est le reste intermédiaire.

 4.3.3 Raisonnements analytiques, registre de représentation algébrique conventionnel,
        sans perte de lien avec le contexte [image: Retour au plan de l'article]
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Dans cette classe de raisonnements, l’élève utilise des lettres pour représenter les
          inconnues, les relations et l’équation. Il opère sur ces représentations sans se détacher
          du contexte.
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L’élève utilise le registre algébrique pour modéliser le problème posé et il utilise
          une règle de traitement, à savoir la règle de substitution, mais il n’explicite pas les
          transformations algébriques dans ce registre. Il a recours au registre numérique pour
          opérer sur les nombres donnés. En ne simplifiant pas l’écriture de l’équation S +
          (S + 87) + (S + 172) = 496 en 3S + 259 = 496, l’élève laisse visibles les relations entre
          les différentes inconnues et ainsi garde le lien entre l’équation et le contexte du
          problème.

[image: - L’élève entame sa résolution comme dans le cas d’une démarche de résolution algébrique conventionnelle. Il traduit les relations dans le problème en représentant les inconnues par la première lettre du nom des personnes et le total par la lettre T. Il exprime les deux autres inconnues en fonction de S, l’inconnue ayant la plus petite valeur. Il exprime ensuite l’équation mathématisant le problème en fonction de l’inconnue S. Il compte le nombre d’occurrences de l’inconnue S et la valeur totale des deux nombres dans l’équation. Puis il réalise les calculs numériques pour trouver la valeur de l’inconnue comme dans le cas des raisonnements à tendance analytique où l’inconnue est muette (voir par exemple la démarche de l’élève A199, figure 9).] Figure 11  [Voir la liste des
            figures] - L’élève entame sa résolution comme dans le cas d’une démarche de résolution
            algébrique conventionnelle. Il traduit les relations dans le problème en représentant
            les inconnues par la première lettre du nom des personnes et le total par la lettre T.
            Il exprime les deux autres inconnues en fonction de S, l’inconnue ayant la plus petite
            valeur. Il exprime ensuite l’équation mathématisant le problème en fonction de
            l’inconnue S. Il compte le nombre d’occurrences de l’inconnue S et la valeur totale des
            deux nombres dans l’équation. Puis il réalise les calculs numériques pour trouver la
            valeur de l’inconnue comme dans le cas des raisonnements à tendance analytique où
            l’inconnue est muette (voir par exemple la démarche de l’élève A199, figure 9).

 4.3.4 Raisonnement analytique, registre de représentation algébrique conventionnel,
        avec perte de lien avec le contexte [image: Retour au plan de l'article]
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L’élève choisit des représentations explicites des inconnues, des relations et de
          l’équation. Il opère sur ces représentations sans se rattacher au contexte.
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Le registre du langage naturel lui permet de relier les éléments de l’énoncé aux
          désignations algébriques. Ensuite, c’est le registre algébrique qui est utilisé et le
          cadre de travail de l’élève est typiquement celui de l’algèbre. L’élève utilise donc ce
          registre algébrique pour modéliser le problème, mais aussi pour en faire le traitement en
          se donnant le droit d’oublier le contexte initial. De façon paradoxale, cet élève est
          arrêté par un traitement dans le registre numérique, car il ne se souvient plus de
          l’algorithme de la division!

[image: - La résolution de l’élève E153 illustre une démarche algébrique conventionnelle. L’élève n’hésite pas à opérer sur l’équation pour la simplifier et isoler l’inconnue x utilisant les transformations algébriques sans rattachement au contexte.] Figure 12  [Voir la liste des
            figures] - La résolution de l’élève E153 illustre une démarche algébrique conventionnelle.
            L’élève n’hésite pas à opérer sur l’équation pour la simplifier et isoler l’inconnue x
            utilisant les transformations algébriques sans rattachement au contexte.

 5. Conclusion [image: Retour au plan de l'article]
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Nous avons proposé une grille d’analyse des raisonnements des élèves dans des
          problèmes de type partage inéquitable. La grille propose d’analyser ces raisonnements
          selon leur «degré» d’analycité, et selon la nature du registre de représentation
          sémiotique des inconnues et des relations et équations. Aussi la grille prévoit
          trois grandes catégories de raisonnement. La catégorie des raisonnements non analytique
          (degré d’analycité nul), la catégorie des raisonnements à tendance analytique (degré
          d’analycité non nul, mais non optimal) et la catégorie des raisonnements analytiques
          (degré d’analycité maximal). Pour fonder épistémologiquement cette manière de catégoriser
          les raisonnements, nous avons réalisé une brève analyse du rôle qu’a joué la méthode
          analytique à certaines étapes de l’histoire de l’algèbre élémentaire. Ce cadre d’analyse
          en trois catégories et selon les deux dimensions susmentionnées peut s’appliquer à
          l’analyse de raisonnements d’autres types de problèmes algébriques autres que ceux de
          partage inéquitable. En outre, une utilisation de la grille d’analyse dans un contexte
          différent que celui du Québec, ou avec d’autres types de problèmes, peut amener à un
          enrichissement de la liste des sous-catégories de raisonnements que nous avons déterminés
          après analyses de productions réelles d’élèves. 
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Par ailleurs, l’application de cette grille illustre bien que l’enjeu du passage
          d’une démarche de résolution arithmétique de résolution de problèmes à une démarche de
          résolution algébrique ne réside pas dans le recours aux signes alphanumériques mais dans
          le caractère analytique du raisonnement mobilisé. La grille d’analyse a bien permis de
          distinguer des raisonnements d’élèves analytiques mais où le registre est purement
          numérique ou intermédiaire. Aussi, elle a permis découvrir des raisonnements non
          analytiques bien qu’ils recourent aux signes alphanumériques. 

58 
Notre recherche semble offrir un cadre d’analyse prometteur, que nous mettrons à
          l’épreuve sur d’autres corpus de données et qui pourra évoluer, pour mieux comprendre ses
          apports potentiels.
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Notes[image: Retour au plan de l'article]
[1] International Commission of Mathematical Instruction. Repéré à https://www.mathunion.org/icmi. 
[2] «In both cases, analysis apparently consists in
            assuming what was being sought for, in inquiring where it comes from, and in proceeding
            further till one reaches something already known» (Hintikka et Remes, 1974,
          p. 1).
[3] Une analyse plus détaillée des étapes importantes de l’évolution historique de
          l’algèbre élémentaire est proposée dans Squalli (2000).
[4] Selon Bednarz et Janvier (1996), un problème est dit «connecté» quand une relation
          peut facilement être établie entre deux données connues; donnant la possibilité de
          raisonner arithmétiquement (à partir des données connues vers l’inconnue à la fin des
          calculs). Le problème est dit «déconnecté» si aucun chemin direct ne peut être établi
          entre deux données connues.
[5] En effet, si x, y et z désignent les valeurs initiales des trois inconnues,
          t = x + y + z, le total obtenu, T le total réel, r = t − T. Selon les conditions du
          problème nous avons: x = y + a et x = z + b où a et b sont des nombres déterminés. Alors
          x − r/3, y − r/3 et z − r/3 sont les solutions du problème. En effet, on peut facilement
          vérifier que x − r/3 = y − r/3 + a; x − r/3 = z − r/3 + b et que (x − r/3) + (y − r/3) + 
          (z − r/3) = t − r = T.



 Liste des tableaux [image: Retour au plan de l'article]
[image: Catégories de raisonnements selon le degré d’analycité et la nature du registre de représentation]Catégories de raisonnements selon le degré
              d’analycité et la nature du registre de représentation

 [Aller au texte] 
 Liste des figures [image: Retour au plan de l'article]
[image: Problème arithmétique vs algébrique]vs

 [Aller au texte] [image: - Le problème est un problème connecté de type puits* (Marchand et Bednarz, 1999).- L’élève calcule les valeurs des deux inconnues nombre de jeunes inscrits au soccer et nombre de jeunes inscrits au tir à l’arc en utilisant les relations connues entre ces deux inconnues et le nombre connu de jeunes inscrits au canoë (252). Il déduit alors le total des jeunes inscrits aux trois activités. Le registre utilisé est le registre numérique.* Pour désigner la nature de l’enchaînement des relations dans des problèmes de partage inéquitable, Marchand et Bednarz (1999) distinguent trois types de problèmes: source, composition de relation et puits. Un problème est de type source si les différentes grandeurs inconnues peuvent être générées directement par une même inconnue. Un problème est de type puits si une des inconnues peut être générée à partir des autres inconnues. Finalement, un problème est de type composition de relations si une des inconnues est générée par une composition des relations entre les inconnues.] [Aller au texte] [image: - Le problème est déconnecté, de type composition de deux relations multiplicatives.- L’élève écrit les relations entre les inconnues, organise ses essais au moyen d’une table de valeurs. Il ordonne ses inconnues de la plus petite à la plus grande (après un premier essai non fructueux). Il donne une valeur à l’inconnue relative à Carlos (15), génère celle relative à François (30) et ensuite celle relative à Sophia (150). Il obtient un total (195) inférieur à celui désiré (494). Il reprend cette procédure, en ajustant la valeur de l’inconnue relative à Carlos jusqu’à ce qu’il réussisse à obtenir le total désiré 494.] [Aller au texte] [image: - Ce problème est déconnecté de type puits. Les relations sont des relations de comparaison additives.- L’élève commence par opérer sur les nombres donnés en effectuant 315 − 127 et il essaie la valeur trouvée 188 comme valeur de l’inconnue en lien avec le soccer. À l’aide de cette valeur et des relations précisées dans le problème, il calcule ensuite les valeurs des deux autres inconnues (90 pour le tir à l’arc et 61 pour le canoë) ainsi que le total des trois nombres obtenus (339). Il calcule la différence entre le total obtenu et le total désiré: 339 − 315 = 24. Pour ajuster les valeurs des trois inconnues, il réduit chacune des valeurs du tiers de 24 soit 8. Il vérifie alors que le total des trois nombres obtenus (180, 82 et 53) est bien 315.] [Aller au texte] [image: - L’élève dresse une table de valeurs et donne les valeurs 1, 2 et 3 à la variable nombre d’amis de Carlos. En faisant fonctionner les relations, il génère dans chaque cas les valeurs correspondantes des deux autres ainsi que le total.- En comparant les valeurs de la variable nombre d’amis de Carlos et la variable dépendante total des amis des trois personnes, il déduit la relation fonctionnelle: le nombre d’amis de Carlos fois 13 donne le total. Sachant que le total vaut 494, il divise ce nombre par 13 pour trouver le nombre d’amis de Carlos et déduit alors les nombres d’amis de François et de Sophie et vérifie que le total donne bien 494.] [Aller au texte] [image: - Le problème est déconnecté, de type composition de deux relations, ces relations étant des relations de comparaisons additives.- L’élève identifie et nomme les trois inconnues par les noms des personnes. Il comprend que l’inconnue Sophia a la plus petite valeur. Il lui affecte la valeur 0 et génère les valeurs des deux autres inconnues à partir des relations. Il calcule le total des trois valeurs et obtient 259. Il soustrait cette valeur du total des amis des trois personnes: 496 − 259 = 237. Il divise le résultat par trois: 237 ÷ 3 = 79. Il ajuste les trois valeurs initiales des trois inconnues en leur ajoutant 79.] [Aller au texte] [image: - L’élève ordonne les inconnues de la plus grande à la plus petite, réécrit les relations entre les inconnues successives, en les schématisant par des flèches; en s’appuyant sur cette représentation son raisonnement aurait alors été le suivant: la valeur de l’inconnue canoë est au moins 0. Il s’ensuit que la valeur de l’inconnue tir à l’arc est au moins 29 et celle du soccer au moins 127. Si l’on soustrait ces valeurs du total réel de ces trois inconnues (315) on trouve 159. Il manquerait donc 159 au total des trois valeurs initiales des trois inconnues. Pour maintenir vraies les relations schématisées par les flèches, il faut répartir équitablement ce manque sur les trois valeurs initiales. Ce qui revient à augmenter ces valeurs de 159 ÷ 3 = 53.] [Aller au texte] [image: - L’élève traduit les trois relations entre les inconnues en représentant explicitement les inconnues par des lettres (première lettre du nom de l’activité): S – 98 = T, S – 127 = C et S + C + T = 315.- Son calcul 127 – 98 = 29 montre qu’il veut calculer l’écart entre les inconnues C et T. Cela lui permet de récrire les relations entre les inconnues en fonction de l’inconnue C: S – 127 = C et T – 29 = C. Il a maintenant trois inconnues dont deux présentent des surplus par rapport à C de 29 et 127 et dont la somme vaut 315. En soustrayant le total des surplus de 315, on obtient le triple de la valeur de C. Ce raisonnement explique les calculs: 29 + 127 = 156; 315 – 156 = 159; 159 ÷ 3 = 53.- Il déduit alors la valeur de l’inconnue C = 53 et ensuite celles des deux autres inconnues.] [Aller au texte] [image: - La division du nombre total d’amis par 13 et l’affectation du résultat de cette division au nombre d’amis de Carlos montrent que l’élève saisit bien l’équation du problème: le nombre total d’amis est 13 fois le nombre d’amis de Carlos. Cette équation découle d’une bonne interprétation des relations entre les trois inconnues: si Sophia a 5 fois plus d’amis que François et que ce dernier a 2 fois plus d’amis que Carlos, alors Sophia a 10 fois plus d’amis que Carlos. Le total des amis des trois personnes est donc 13 fois celui de Carlos.] [Aller au texte] [image: - L’élève désigne les inconnues par les noms des trois personnes. Il détermine que Carlos est l’inconnue ayant la plus petite valeur. Il lui affecte la valeur 1. Dans le cours de la résolution, nous comprenons que le 1 désigne une partie du total des amis. Il génère alors les valeurs des deux autres inconnues et calcule le total des valeurs des trois inconnues. Il trouve 13 (parties). Il entreprend alors la division du nombres total des amis (494) par 13. Il trouve 38 personnes/partie. Il en déduit alors les valeurs des trois inconnues.- Dans son exécution de l’algorithme de division de 498 par 13, il utilise la technique de l’addition réitérée de 13 pour trouver le multiplicateur 8; l’addition réitérée s’arrête quand l’élève obtient 104 qui est le reste intermédiaire.] [Aller au texte] [image: - L’élève entame sa résolution comme dans le cas d’une démarche de résolution algébrique conventionnelle. Il traduit les relations dans le problème en représentant les inconnues par la première lettre du nom des personnes et le total par la lettre T. Il exprime les deux autres inconnues en fonction de S, l’inconnue ayant la plus petite valeur. Il exprime ensuite l’équation mathématisant le problème en fonction de l’inconnue S. Il compte le nombre d’occurrences de l’inconnue S et la valeur totale des deux nombres dans l’équation. Puis il réalise les calculs numériques pour trouver la valeur de l’inconnue comme dans le cas des raisonnements à tendance analytique où l’inconnue est muette (voir par exemple la démarche de l’élève A199, figure 9).] [Aller au texte] [image: - La résolution de l’élève E153 illustre une démarche algébrique conventionnelle. L’élève n’hésite pas à opérer sur l’équation pour la simplifier et isoler l’inconnue x utilisant les transformations algébriques sans rattachement au contexte.] [Aller au texte] 
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Résumé
L’article présente les résultats d’une recherche visant à documenter la nature        analytique des raisonnements mobilisés par les élèves de 12 à 14 ans du premier cycle du        secondaire (première secondaire et deuxième secondaire) au Québec dans la résolution de        problèmes de comparaison en vue du développement de la pensée algébrique. Nous avons        effectué des analyses qui consistent à cerner la nature analytique de ces          raisonnements et la nature des registres de représentation utilisés. Elles        ont permis de mettre en évidence trois grandes catégories de raisonnements :          non analytiques, à tendance analytique et analytiques,        ainsi que trois grandes catégories de registres de représentation : purement          numérique, intermédiaire et algébrique. Nous présentons d’abord les        catégories et les types de raisonnements, ensuite nous ferons une comparaison entre la        première secondaire et la deuxième secondaire et enfin nous conclurons par l’importance de        plonger l’élève très tôt dans les activités mathématiques riches et pertinentes qui        contribuent au développement de la pensée algébrique.
Mots clés : algèbre, arithmétique, résolution de problèmes, raisonnement, analytique

Abstract
The analytical nature of student reasoning at the beginning of secondary        school: What about when solving problems aimed at developing algebraic        thinking?This article presents the results of a research study seeking to document the        analytical nature of the reasoning used by students ages 12 to 14 in the first cycle of        school secondary (secondary 1 and 2) in Quebec in order to solve comparison problems aimed        at the development of algebraic thinking. Analysis was performed to determine the analytical        nature of this reasoning and the registers of representation employed by students. This        analysis highlighted three main categories of reasoning: synthetic, analytical-leaning and        analytical, as well as three main categories of registers of representation: purely        numerical, intermediate and algebraic. The categories and types of reasoning are presented        first, followed by a comparison between secondary 1 and secondary 2 and finally a look at        the importance of immersing students very early on in rich, relevant mathematical activities        that contribute to developing algebraic thinking.
Keywords : algebra, arithmetic, problem-solving, reasoning, analytical

Resumen
Naturaleza analítica del razonamiento de los alumnos al comienzo de la        escuela secundaria: ¿qué pasa cuando se resuelven problemas destinados al desarrollo del        pensamiento algebraico?El artículo presenta los resultados de la investigación destinada a documentar la        naturaleza analítica de los razonamientos utilizados por alumnos de 12 a 14 años del primer        ciclo de secundaria (secundaria 1 y secundaria 2) en Quebec durante la resolución de        problemas de comparación en vista del desarrollo del pensamiento algebraico. Hemos llevado a        cabo análisis que consisten en determinar la naturaleza analítica de estos razonamientos y        la de los registros de representación utilizados. Estas nos han permitido resaltar tres        principales categorías de razonamientos: sintéticos, con tendencias analíticas y analíticas,        así como tres categorías principales de registros de representación: puramente numéricos,        intermedios y algebraicos. Primero presentamos las categorías y tipos de razonamiento, luego        haremos una comparación entre secundaria 1 y secundaria 2 y finalmente concluiremos conla        importancia de sumergir al estudiante desde muy temprano en actividades matemáticas ricas y        pertinentes que contribuyen al desarrollo del pensamiento algebraico.
Palabras clave : álgebra, aritmética, resolución de problemas, razonamiento, analítico
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 1. Introduction  [image: Retour au plan de l'article]
1 
Pour documenter la nature analytique des
          raisonnements mobilisés par les élèves dans une perspective de développement de la pensée
          algébrique, des problèmes de comparaison déconnectés de types source, puits, etc.
          (Marchand et Bednarz, 1999, 2000; Saboya, Besançon, Martin, Adihou, Squalli et Tremblay,
          2014; Adihou, Squalli, Saboya, Tremblay et Lapointe, 2015), qui valorisent des
          raisonnements algébriques, ont été conçus et soumis à des élèves du premier cycle du
          secondaire. Nous avons analysé leurs raisonnements. Nos analyses ont mis en évidence
            des raisonnements arithmétiques, et même des
            raisonnements de nature analytique, auprès
          d’élèves qui n’ont pas été initiés au symbolisme algébrique. Nous avons aussi déterminé
          certains raisonnements qui ne sont ni purement
            arithmétiques, ni purement
            algébriques, dans les productions des élèves. Un raisonnement analytique est un raisonnement de type hypothético-déductif qui permet,
            entre autres, dans le cadre de certaines activités mathématiques et de résolution de
            problèmes, de déterminer la valeur d’une inconnue, en faisant comme si cette valeur
            existait et en opérant sur elle comme si on opérait sur les nombres connus.
          Ce type de raisonnement est au coeur du raisonnement algébrique et joue un rôle important
          dans l’acquisition du symbolisme mathématique dans la mesure où la représentation
          symbolique, et plus spécifiquement l’utilisation de lettres, s’imposent dans certaines
          activités algébriques dans lesquelles le raisonnement analytique est sollicité. Toutefois,
          le symbolisme algébrique et l’utilisation de lettres ne sont pas des critères primordiaux
          dans un raisonnement analytique (Arcavi, Friedlander et Hershkowitz, 1989-1990). Un
          raisonnement analytique peut se déployer avec ou sans le symbolisme algébrique. Toutefois,
          le raisonnement analytique aide à passer au
          symbolisme algébrique. Une des hypothèses (Hypo
          1), tirées de nos analyses précédentes (Adihou,
          Squalli, Saboya, Tremblay et Lapointe, 2015), nous a amenés
            à mettre en question l’insistance à imposer rapidement aux élèves le recours à la
            méthode algébrique dans la résolution de problèmes. En effet, l’utilisation
          précoce du symbolisme algébrique, sans que l’élève ne sache la nécessité d’y recourir, le
          prive d’activités mathématiques riches. Il s’agit du déploiement de raisonnements variés
          qui mettent en évidence le caractère analytique de façon implicite des procédures et des
          concepts qui sont maîtrisés ainsi que leurs limites. Ces limites pourraient justifier la
          nécessité du recours aux raisonnements algébriques et être une motivation à proposer des
          activités dans le développement de raisonnements
            analytiques. Dans cet article, nous présentons une analyse comparative de la
            densité des raisonnements mobilisés par ces élèves
          avant (première secondaire) et après leur introduction à l’algèbre (deuxième
          secondaire).

 2. Problématique [image: Retour au plan de l'article]
2 
L’introduction de l’algèbre peut se faire dans plusieurs contextes: généralisation,
          étude de relations fonctionnelles, étude des structures algébriques, résolution de
          problèmes, etc. Au secondaire, selon la structure des programmes de mathématiques (ancien
          et nouveau), ces contextes permettent à l’élève l’utilisation de raisonnements à caractère
            analytique après l’introduction du symbolisme
          algébrique ou des lettres.

3 
Plusieurs chercheurs ont étudié des problèmes de comparaison (Bednarz et
          Dufour-Janvier, 1994; Câmara et Oliveira, 2010; Coulange, Drouhard, Dorier et Robert,
          2012; Marchand et Bednarz, 1999, 2000; Oliveira et Rhéaume, 2014; Van Doreen, Verschaffel
          et Onghena, 2002; Vergnaud, 1982, 1987, 1988) qui valorisent des raisonnements
          algébriques. Certains se sont centrés sur l’analyse des stratégies mobilisées par les
          élèves dans la résolution des problèmes écrits, d’autres sur les difficultés des élèves en
          lien avec le raisonnement algébrique (Cordier, 1993; Vergnaud, Cortes et Favre-Artigue,
          1988). De façon plus spécifique, Marchand (1998) a travaillé l’introduction à l’algèbre
          par le biais des problèmes de comparaison. Elle a montré qu’il existait des discontinuités
          dans la nature et la complexité des problèmes proposés aux élèves d’un niveau scolaire à
          un autre dans le cadre du programme québécois de 1993 (Ministère de l’Éducation du Québec,
          1993). Quant aux recherches de Squalli (2000, 2003), elles ont révélé que la capacité à
          généraliser et celle à raisonner sur l’inconnue favorisent la symbolisation. Ainsi, toutes
          ces études confirment que le développement du raisonnement analytique dans la résolution de problèmes est bien l’une des voies d’entrée
          en algèbre.

4 
Par ailleurs, le programme de formation de l’école québécoise (PFEQ) du premier
          cycle de l’enseignement secondaire (Gouvernement du Québec, 2006a) préconise d’intro-duire
          l’algèbre par une double voie: 1) par la proposition de situations de généralisation
            (la généralisation désigne à la fois un processus
            – construire des généralités et les justifier – ainsi que le produit de ce processus,
            les généralités construites) et 2) par l’introduction au raisonnement
            analytique dans le cadre de la résolution de
          problèmes (considérer l’inconnue et opérer sur elle comme on
            opère sur les données connues). À ce propos, les manuels québécois proposent
          pour les élèves de première secondaire (12-13 ans) des activités de généralisation et de
          deuxième secondaire (13-14 ans) des activités qui débouchent sur des représentations
          formelles et symboliques des expressions, ainsi que sur le calcul algébrique. Mais,
          l’analyse des tâches et les activités mathématiques qu’elles induisent font ressortir le
          glissement issu de l’opérationnalisation des deux voies d’entrée en algèbre dans les
          manuels scolaires. En effet, au Québec, Squalli, Theis, Ducharmes-Rivard et Cotnoir (2007)
          ont analysé les manuels du nouveau programme. Il en est de même pour Denis (1997) et
          Marchand et Bednarz (1999) qui avaient analysé les manuels de l’ancien programme. Ces
          auteurs sont arrivés à la même conclusion. Concernant la première voie, leurs travaux ont
          mis en évidence le glissement qui s’est opéré dans les manuels: « […] de l’idée
          d’exploitation de situations qui se voulaient prétexte à une généralisation et à
          l’introduction du symbolisme algébrique, à un enseignement devenu avant tout celui des
          suites numériques» (Mary et Squalli, 2014, p. 165). Quant à la seconde, par une analyse
          des problèmes (nature et complexité) utilisés dans des manuels pour l’introduction à
          l’algèbre, Marchand et Bednarz (1999) ont mis en évidence que les problèmes choisis
          n’aident pas les élèves à saisir et à comprendre la pertinence d’un passage au
          raisonnement algébrique (raisonner de manière analytique). Aussi, certains problèmes n’aident pas les élèves à saisir la
          nécessité et la puissance de l’algèbre dans la résolution d’une classe de problèmes pour
          laquelle le raisonnement arithmétique se révèle en réalité suffisant. En France, Coulange
          (1997) est aussi parvenu à la même conclusion. Ce constat est en partie dû au manque
          d’analyse des relations et des variables didactiques qui structurent ces problèmes par les
          enseignants. Toutefois, certains élèves de première secondaire, sans être initiés au
          symbolisme et venant du primaire, résolvent des problèmes qui nécessitent un raisonnement
          analytique avec du symbolisme sans symbole.

5 
Somme toute, le symbolisme algébrique n’est
          pas fondamental (Arcavi, Friedlander et Hershkowitz, 1989-1990) pour mettre en évidence
            un raisonnement analytique. Ce dernier peut se
          déployer avec ou sans le symbolisme algébrique.
          Même si le raisonnement analytique et le symbolisme
            algébrique sont une pierre angulaire dans le développement de la pensée
          algébrique, le caractère du raisonnement algébrique ne dépend pas que des
          ostensifs.

6 
Par ailleurs, le programme québécois prévoit le passage au symbolisme en deuxième
          secondaire avant de confronter les élèves au raisonnement
            analytique dans la résolution des problèmes. On peut se demander la
          pertinence de recourir au raisonnement analytique
          si tard. Réciproquement, on peut penser que, puisque le programme met de l’avant la voie
          d’entrée dans l’algèbre par le raisonnement
            analytique, la question du développement des compétences autour du
          raisonnement analytique a déjà trouvé sa réponse. En effet, le développement du
          raisonnement analytique est certes imposé par le programme québécois après le symbolisme
          algébrique.

7 
Dans la perspective du développement de la pensée algébrique, l’entrée dans l’algèbre par le raisonnement analytique ne
            devrait-elle pas venir plus tôt?Le programme québécois favorise-t-il le développement chez
            les élèves de raisonnements analytiques? Comment les raisonnements à caractère analytique des élèves qui n’ont pas encore reçu
            un enseignement de l’algèbre sont-ils considérés dans leur apprentissage?Sont-ils valorisés? Sont-ils considérés par les enseignants
            comme des raisonnements qui participent au développement de la pensée algébrique bien
            qu’il n’y ait pas l’utilisation de lettres ou de symboles?Y a-t-il des facteurs qui mettent en évidence une tendance à
            produire des raisonnements analytiques avant l’introduction à l’algèbre?

8 
Ces questions renvoient à la nécessité et à la pertinence de l’étude de la natureanalytique des raisonnements des élèves de
          première et deuxième secondaire avec ou sans symbolisme (Saboya, Besançon, Martin, Adihou,
          Squalli et Tremblay, 2014; Adihou, Squalli, Saboya, Tremblay et Lapointe, 2015): quels
          sont les raisonnements à caractère analytique développés par les élèves avant ou après
          (avec ou sans) une initiation à l’algèbre?

 3. Cadre de référence [image: Retour au plan de l'article]
9 
La tendance à généraliser et la tendance à raisonner de manière analytique sont deux
          composantes essentielles de la pensée algébrique (Squalli, 2000, 2003). Elles constituent
          ainsi deux enjeux de l’enseignement et de l’apprentissage de l’algèbre au moment de son
          introduction, mais aussi dans les activités d’apprentissage et d’enseignement où le
          développement de la pensée algébrique se définit
          comme un 
ensemble de processus de pensée (comme généraliser, opérer sur l’inconnue,
            exprimer des relations fonctionnelles, etc.) essentiel dans des activités mathématiques
            où figurent des opérations mathématiques (comme l’addition, la multiplication la
            relation suivie de, etc.).
Squalli, 2002, p. 4


10 
Cette définition met en évidence le fait que la pensée algébrique couvre un domaine
          très large et convoque plusieurs activités réalisées à l’école, activités dans lesquelles
          l’usage du raisonnement de type analytique est
          mis en évidence ou sollicité. Ce n’est donc pas uniquement la référence à la lettre qui
          donne le statut d’algèbre; il y a une algèbre avant la lettre. L’histoire de l’algèbre
          nous apprend que celle-ci a traversé les siècles sans référence à la lettre
            (Arcavi et al., 1989-1990). L’apprentissage et
          l’enseignement de l’algèbre devraient ainsi favoriser une variété d’approches ou de
          démarches à mettre en oeuvre dans les activités lors des premiers apprentissages pour que
          la pensée algébrique se dévoile. La pensée algébrique devient donc une manière de penser
          que l’on peut mobiliser dans des activités permettant le développement d’un type de pensée
          mathématique en lien avec l’algèbre. Cette pensée s’opérationnalise par le biais de
          raisonnements particuliers, dans le cadre d’activités de généralisation ou de résolution
          de certains problèmes de comparaison. Lors des résolutions de problème dans lesquels le
          caractère analytique est mis en évidence implicitement ou explicitement, dans
          l’apprentissage de ces raisonnements, «on fait comme
            si [1]» (Larguier, 2015b) l’inconnue était
          connue pour ensuite la déterminer. En ce sens, on pourrait parler d’une tendance à
          raisonner de manière analytique et à généraliser.
          Cette tendance à raisonner de manière analytique permet de donner du sens et de construire
          des concepts mathématiques dans les activités algébriques, entre autres «voir l’égalité
          comme une relation d’équivalence, une tendance à laisser les opérations en suspens; une
          tendance à symboliser et à opérer sur des symboles; une tendance à avoir une vision
          structurale» (Squalli, 2015, p. 347-348).

11 
Plusieurs recherches empiriques ont montré qu’au lieu de stratégies algébriques de
          résolution de problèmes, un grand nombre d’élèves préfèrent utiliser des stratégies
          arithmétiques. Cordier (1993) affirme à ce propos que «c’est la mise en équation des
          problèmes qui est le plus difficile, l’extraction des informations pertinentes et leur
          traduction algébrique devraient être l’objet d’un enseignement plus systématique»
          (p. 149). Lorsqu’il s’agit de résoudre une équation, plusieurs ont de la difficulté à
          opérer sur l’inconnue et utilisent plutôt des essais numériques. Filloy et Rojano (1984,
          1989) considèrent qu’il existe dans de tels cas une coupure didactique le long de la ligne
          d’évolution d’une pensée arithmétique à une pensée algébrique. Quant à Marchand (1998),
          elle a montré qu’il existait des discontinuités
          dans la nature et la complexité des problèmes proposés aux élèves d’un
            niveau scolaire à un autre dans le cadre du programme québécois de 1993. Elle a constaté que
          peu d’élèves du premier cycle du secondaire effectuaient le passage à un raisonnement
          algébrique, plusieurs privilégiant les essais numériques qui étaient pourtant peu
          fréquents avant la réforme de 1993.

12 
Vergnaud (1982, 1983, 1988) a analysé des problèmes et a mis en évidence des
          relations de types additif et multiplicatif qui structurent ces problèmes. Les analyses
          ont montré que la structure des problèmes ainsi que la nature des relations en jeu
          influencent la manière de les résoudre et les difficultés chez les élèves. Par ailleurs,
          Bednarz et Dufour-Janvier (1992), en s’appuyant sur le cadre conceptuel de Vergnaud (1982)
          développé autour du calcul relationnel dans les problèmes arithmétiques, distinguent les
          problèmes qu’elles dénomment de problèmes connectés, des problèmes déconnectés (Bednarz et
          Dufour-Janvier, 1994). Elles précisent que pour les problèmes connectés «une relation peut
          facilement être établie entre deux données connues, induisant alors un raisonnement de
          type arithmétique s’articulant sur les données connues du problème pour aboutir en fin de
          processus à retrouver la donnée inconnue» (p. 279) alors que pour les problèmes
          déconnectés «aucun pont ne peut être établi a priori directement entre les données connues
          du problème» (p. 279). Bednarz et Dufour-Janvier (1994) distinguent trois classes de
          problèmes: des problèmes de taux, des problèmes de comparaison et des problèmes avec des
          transformations dans le temps. Elles ont mis en place une grille pour analyser des
          problèmes arithmétiques et algébriques.
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D’autres chercheurs ont travaillé les problèmes en rapport avec la modélisation. Ils
          ont mis en évidence les difficultés occasionnées par les diverses ruptures entre
          l’arithmétique et l’algèbre, entre autres la rupture d’ordre épistémologique; rupture due
          au passage d’un mode de pensée arithmétique à un mode de pensée algébrique (Chevallard,
          1989a, 1989b, 1989-1990). Bednarz et Dufour-Janvier (1996) ont spécifiquement étudié la
          résolution de problèmes sous l’angle de la continuité et de la discontinuité entre la
          résolution avec l’arithmétique et l’approche algébrique. Elles ont ainsi fait ressortir la
          différence qui existe entre le calcul relationnel à l’oeuvre lors d’une résolution
          arithmétique et algébrique. Elles n’ont pas explicitement étudié le lien direct entre la
          complexité (structure) de ces trois classes de problèmes et le raisonnement, mais ont
          cherché à faire ressortir la façon dont les élèves procèdent lors d’une résolution
          arithmétique (les raisonnements, le traitement, l’utilisation des relations, etc.) dans le
          but de faire un lien entre une résolution arithmétique et celle algébrique, et affirment:
            «The preceding analysis appears to link
            a priori this way of connecting the problem
            (algebraic solution) to the reasoning we called “numeric trial”» (p. 128).
          Dans leur conclusion, elles ont évoqué que les difficultés des élèves à résoudre un
          problème par l’arithmétique pourraient constituer une motivation pour passer à une
          résolution par l’algèbre. Leurs études positionnent deux modes de résolution. Elles
          l’expriment en termes de «distance» entre l’approche par essais numériques et raisonnement
          algébrique bien qu’il existe d’autres types de ruptures, entre autres la rupture du statut
          de certains objets lors du passage à l’algèbre. Ces études font aussi ressortir les
          difficultés des élèves à revenir à des résolutions arithmétiques lorsqu’ils maîtrisent les
          résolutions algébriques.
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Par ailleurs, la plupart des recherches sur l’étude du passage au raisonnement
          algébrique, lors de la résolution de problèmes, renvoient principalement à l’apprentissage
          de l’utilisation de lettres. De plus, la nature
            analytiqueou le caractère analytique des raisonnements n’a
          pas fait l’objet d’investigations alors qu’elle est importante dans le développement du
          raisonnement algébrique. En effet, dans le cas de certaines résolutions de problèmes de
          comparaison (avec ou sans lettres), où la détermination de la valeur de l’inconnue est un
          enjeu, dans des raisonnements pour trouver l’inconnue, on fait «comme si» l’inconnue est connue et, avec des
          transformations algébriques, on trouve une valeur connue. Ils mettent en évidence la
          nature analytique du raisonnement. Dans ce type de problème et de raisonnement, l’élève
          considère l’inconnue «comme si» elle était connue
          pour ensuite l’intégrer dans une équation et la résoudre (Larguier, 2015a, 2015b). Si le
          raisonnement algébrique est caractérisé, entre autres, par la capacité à se détacher des
          grandeurs et du contexte (habillage du problème) soit pour opérer sur l’inconnue, soit
          pour modéliser des relations, soit pour généraliser un phénomène, la résolution de
          certains problèmes de comparaison contribue au développement de la pensée algébrique par
          la mise en oeuvre du caractère analytique et
          l’utilisation d’outils sémiotiques (tels que les graphiques ou les symboles algébriques)
          qui permettent la représentation et le calcul algébrique. Nous pourrons formuler comme
            hypothèse (Hypo 2): Les activités de résolution de problèmes de comparaison sont des
            moments de développement de la pensée algébrique et de mise en évidence du caractère
            analytique des raisonnements.
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La recherche sur laquelle s’appuie cet article avait pour objectif de documenter le
          développement des raisonnements analytiques en
          première et en deuxième secondaire à l’aide des problèmes de comparaison. Eu égard à tout
          ce qui précède et aux hypothèses (Hypo 1 et
          Hypo 2) tirées de nos analyses relatées dans un précédent article (Adihou et al., 2015) sur la mise en question du recours rapide
          au symbolisme et à la méthode algébrique dans la résolution de problèmes ainsi que le
          recours très tôt à des activités valorisant le développement de raisonnement analytique,
          notre postulat est que, lorsque des problèmes de comparaison
            déconnectés sont soumis à des élèves qui n’ont pas encore été introduits à l’algèbre
            formelle ou qui ne maîtrisent pas encore le calcul algébrique (mise en équation,
            résolution d’équations, etc.), pour résoudre ces problèmes, ces élèves mettent en
            évidence des raisonnements sophistiqués de nature analytique qui ne peuvent être
            catégorisés comme étant purement algébriques ou purement
          arithmétiques.
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Ces raisonnements sophistiqués de nature
            analytique passent inaperçus. Ils ne sont pas exploités ou valorisés par les
          enseignants alors qu’ils peuvent être d’une grande richesse du point de vue de la pensée
          mathématique. Il s’avère alors important de se demander: Quels
            sont les raisonnements de nature analytique et les stratégies algébriques utilisés par
            les élèves du premier cycle du secondaire avant et après l’introduction à l’algèbre?
          Deux questions spécifiques en découlent:
	Quels sont les types de raisonnements de nature analytique produits par les élèves
                de premièresecondaire sans être initiés au symbolisme?

	Après l’introduction au symbolisme, les élèves
                réussissent-ils à utiliser des raisonnements analytiques?
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Dans cet article nous présentons une analyse comparative des raisonnements et des stratégies utilisés par les élèves de première
          secondaire et ceux produits par les élèves de deuxième secondaire dans la perspective du
          développement de la pensée algébrique, en vue de montrer la nécessité de confronter très
          tôt les élèves au raisonnement analytique. Il
          s’agit d’analyser la densité de ces raisonnements en
          première secondaire et en deuxième secondaire.

 4. Éléments méthodologiques [image: Retour au plan de l'article]
 4.1 Échantillon et corpus [image: Retour au plan de l'article]
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Dans le cadre de cette recherche, les problèmes [2] de
          comparaison ont été élaborés d’après la grille de Bednarz et Dufour-Janvier (1994). Ces
          problèmes possèdent des données numériques et des relations de types additif et
          multiplicatif. Parmi ces problèmes, la recherche d’une inconnue peut être obtenue par des
          raisonnements arithmétiques ou par la traduction du problème en une équation pouvant être
          résolue par l’algèbre. La grille de Bednarz et Dufour-Janvier (1994) a aussi été utilisée
          dans la conception des questionnaires élaborés par Marchand (1998) et par ceux d’Oliveira
          et Camara (2011). Elle permet d’ailleurs de mettre en évidence les relations dont il est
          question (voir figures 1, 2.1 et 2.2). Bednarz et Dufour-Janvier (1992) ont classé les
          problèmes avec des relations de comparaison selon leur complexité et leur structure. Elles
          considèrent à l’intérieur de chacune des catégories une variable importante: la nature des
          relations (multiplicative et/ou additive), ainsi que leurs liens. Celle-ci a une influence
          sur la démarche de résolution et le type de raisonnement. Elle détermine aussi la
          complexité du problème et permet de dire si celui-ci est de type connecté ou déconnecté.
          Les figures ci-dessous mettent en évidence les types de relation dans ces
          problèmes.

[image: Un exemple de schématisation autour d’un problème de type comparaison] Figure 1 Un exemple de schématisation autour d’un problème de type comparaison

 [Voir la liste des
            figures] Tiré de Saboya, Besançon, Martin, Adihou, Squalli et Tremblay (2014)

[image: Structures de problèmes] Figure 2.1 Structures de problèmes

 [Voir la liste des
            figures] Tiré de Saboya et al. (2014)
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Bien que la nature des relations (multiplicative et/ou additive) ainsi que leurs
          liens puissent déterminer la complexité du problème et influencer le raisonnement, ces
          caractérisques n’ont pas été considérées comme des variables pour notre étude. L’objectif
          de notre étude est centrée sur l’étude de raisonnements analytiques mis en évidence dans
          la résolution des problèmes déconnectés. Nous supposons que les relations de types additif
          et multiplicatif sont introduites aux élèves depuis le primaire (Gouvernement du Québec,
          2006a, 2006b). Le facteur qui a permis le choix des problèmes est la caractéristique
          commune des problèmes déconnectés, soit qu’il y ait trois inconnues à trouver et avec un pont «connu» (la somme des inconnues), entre
            les inconnues et un autre point «inconnue» qui
            permet la mise en évidence et la recherche d’un générateur. Seules les relations entre
            les inconnues sont connues. Alors que dans le cas des problèmes connectés, il
          pourrait exister au moins deux ponts «connus» entre les inconnues. Dans ce cas, le
          générateur n’a plus d’importance et le problème se résout arithmétiquement.
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 Les relations mises en évidence sont des relations de types multiplicatif ou
          additif. Les problèmes présentent de façon générale l’enchaînement de quatres couples de
          relations possibles . Leur articulation permet de déterminer s’il s’agit de problèmes de composition ou d’un problème de
            transformation, de type puits ou de
            type source (Vergnaud, 1982, 1983, 1998;
          Bednarz et Dufour-Janvier, 1992, 1994). Ces
          problèmes déconnectés se prêtent au développement ou au déploiement d’un raisonnement analytique, c’est-à-dire un raisonnement de type
            hypothético-déductif. Ce raisonnement permet de déterminer la valeur d’une
          inconnue en faisant comme si cette valeur
          existait et en opérant sur elle comme si on opérait sur les nombres connus. À l’aide de
          ces problèmes déconnectés le raisonnement analytique permet de créer un générateur et de raisonner sur ce dernier ou de générer
          des équations et de les résoudre. Nous en donnons une illustration.

[image: Structures de problèmesIllustration.] Figure 2.2 Structures de problèmes

 [Voir la liste des
            figures] Illustration.

21 
Le corpus utilisé comprend un questionnaire composé de 12 problèmes de comparaison
          déconnectés (Annexe 1: Liste des problèmes avec des relations de comparaison; Annexe 3:
          Analyse de deux problèmes). Le questionnaire a été soumis à des élèves du premier cycle du
          secondaire (première et deuxième secondaire) en mai-juin 2012 auprès d’écoles provenant de
          sept commissions scolaires de différentes régions du Québec et 48 classes de premier cycle
          de huit écoles secondaires. Les élèves de première secondaire n’ont pas reçu un
          enseignement sur la résolution de problème par l’algèbre, tandis que ceux du deuxième
          secondaire en ont reçu un. 
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Nous analysons 605 copies pour un échantillon de 1 993 résolutions: 863 (43,30 %)
          résolutions proviennent des élèves de première secondaire et 1 130 (56,70 %) de deuxième
          secondaire. Nous cherchons établir le caractère analytique des raisonnements des élèves.

[image: Répartition des productions au regard du niveau scolaire] Tableau 1 Répartition des productions au regard du niveau
              scolaire

 [Voir la liste des
            tableaux] 
 4.2 Grille d’analyse [image: Retour au plan de l'article]
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 L’analyse est fondée sur la grille d’analyse des raisonnements des élèves dans la
          résolution de problèmes de partage inéquitable (Squalli et al., 2020). Cette grille propose de catégoriser les raisonnements selon
          deux dimensions: le caractère d’analycité et la nature du registre sémiotique de
          résolution. Aux fins de cette recherche, nous ne considérons que la dimension relative au
          caractère d’analycité. La grille propose trois grandes catégories (voir
          tableau 2).
	Raisonnements non analytiques: ce sont
              des raisonnements caractéristiques d’une démarche arithmétique de résolution. Pour
              déterminer les valeurs des inconnues, l’élève opère sur des données et des relations
              connues, jamais il n’opère sur des inconnues.

	Raisonnements à tendance analytique: ce
              sont des raisonnements qui respectent par-tiellement les critères d’un raisonnement
                analytique ou qui recourent à un registre
              de représentation non littéral;

	Raisonnements analytiques: ce sont des
              raisonnements caractéristiques d’une démarche algébrique conventionnelle de
              résolution. Pour déterminer les inconnues, l’élève considère les inconnues, les
              représente par des lettres, utilise ces lettres pour représenter les relations et les
              équations et opère sur elles jusqu’à déterminer les valeurs des inconnues.



[image: Grille adaptée de Squalli et al. (2020)] Tableau 2 Grille adaptée de Squalli et al. (2020)

 [Voir la liste des
            tableaux] 
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L’analyse des résolutions s’appuyant sur la grille se trouve à l’annexe 2 (Annexe 2:
          Analyse des résolutions d’élèves au regard de la grille).  Nous définissons dans ce qui
          suit les différentes sous-catégories de raisonnements composant cette grille.

 4.2.1 Classes des raisonnements non analytiques [image: Retour au plan de l'article]
 4.2.1.1 Calcul direct [image: Retour au plan de l'article]
25 
 Cette classe de raisonnements regroupe les raisonnements arithmétiques habituels
          dans le cas de problèmes connectés. L’élève opère sur les données et les relations connues
          pour trouver la valeur de l’inconnue.

 4.2.1.2 Essais-erreurs. Ajustement simple [image: Retour au plan de l'article]
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 L’élève donne une valeur spécifique à une des inconnues, génère les valeurs des
          autres inconnues à l’aide des relations connues. En se basant sur l’écart obtenu entre le
          nombre total désiré et le nombre total obtenu, il ajuste en conséquence la valeur du
          nombre de départ sans prise en compte des relations entre les inconnues.

 4.2.1.3 Essais-erreurs. Ajustement raisonné [image: Retour au plan de l'article]
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L’élève donne une valeur spécifique à l’une des inconnues, génère les valeurs des
          autres inconnues à l’aide des relations connues. En se basant sur l’écart obtenu entre le
          nombre total désiré et le nombre total obtenu, il ajuste en conséquence la valeur du
          nombre de départ en prenant en compte de manière pertinente les relations entre les
          inconnues.

 4.2.1.4 Raisonnements fonctionnels [image: Retour au plan de l'article]
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 L’élève traite les inconnues comme des variables numériques. Il dresse une table de
          valeurs en donnant à l’une des variables (variable principale) des valeurs numériques
          spécifiques et génère les valeurs des autres ainsi que leur total. Par induction à partir
          de cette table de valeurs numériques, il découvre la relation fonctionnelle entre la
          variable principale et la variable totale. Il déduit alors la valeur de la variable
          principale correspondante au nombre du problème donnant le total des inconnues. Il déduit
          ensuite les valeurs des autres inconnues.

 4.2.2 Classe des raisonnements à tendance
          analytique [image: Retour au plan de l'article]
 4.2.2.1 Type fausse-position [3] [image: Retour au plan de l'article]
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 L’élève donne une valeur spécifique à l’une des inconnues qu’il sait fausse, génère
          les valeurs des autres inconnues à l’aide des relations connues. En se basant sur l’écart
          obtenu entre le nombre total désiré et le nombre total obtenu, il ajuste en conséquence la
          valeur du nombre de départ en prenant en compte de manière pertinente les relations entre
          les inconnues.

 4.2.2.2 Inconnues non représentées explicitement (inconnues muettes) [image: Retour au plan de l'article]
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 L’élève raisonne de manière analytique.
          Les traces de son raisonnement montrent tous les calculs numériques à faire pour trouver
          l’équation et la résoudre, sans que l’inconnue ne soit représentée explicitement.
        

 4.2.2.3 Inconnues et équations explicites sans opération sur ces
        représentations [image: Retour au plan de l'article]
31 
L’élève utilise des représentations explicites des inconnues, des relations et de
          l’équation sans opérer sur ces représentations. 

 4.2.3 Classe des raisonnements analytiques [image: Retour au plan de l'article]
 4.2.3.1 Registre algébrique conventionnel, sans perte de lien avec le
        contexte [image: Retour au plan de l'article]
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Dans cette classe de raisonnements, l’élève utilise des lettres pour représenter les
          inconnues, les relations et l’équation. Il opère sur ces représentations sans se détacher
          du contexte.

 4.2.3.2 Registre algébrique conventionnel, avec perte de lien avec le
        contexte [image: Retour au plan de l'article]
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L’élève utilise des représentations explicites des inconnues, des relations et de
          l’équation. Il opère sur ces représentations sans se rattacher au contexte.
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Cette grille est présentée de manière détaillée dans Squalli et al. (2020). Elle est illustrée et exemplifiée sur un
          problème dans la figure 3.
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Soit la résolution suivante:
[image: Exemple d’illustration de la grille: cas d’un raisonnement à tendance analytique] Figure 3 Exemple d’illustration de la grille: cas d’un raisonnement à tendance
              analytique

 [Voir la liste des
            figures] 

 5. Analyse des stratégies des élèves: bilan général [image: Retour au plan de l'article]
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Notre objectif est de faire ressortir, à travers les données et leurs analyses, la
          nature analytique des raisonnements d’élèves, c’est-à-dire les indices de raisonnement
          arithmétique explicite et implicite, des indices de raisonnement algébrique explicite et
          implicite, et l’impossibilité, parfois, de déterminer avec certitude s’il s’agit d’un
          raisonnement arithmétique ou algébrique. Cette analyse nous conduira à la nécessité de
          distinguer les dimensions arithmétique et algébrique dans le développement de la pensée
          algébrique. Dans bien des cas, il peut y avoir une tendance à raisonner analytiquement
          sans l’utilisation du symbolisme algébrique. À ce propos, les recherches montrent qu’il
          existe une algèbre avant la lettre (Arcavi et al., 1989-1990). Les analyses permettront de mettre en évidence le fait que
          le caractère du raisonnement algébrique ne dépend pas que des ostensifs.
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 Pour analyser les données issues des résolutions des élèves, nous orienterons, dans
          un premier temps, les analyses de façon à positionner les raisonnements selon les niveaux
          scolaires (première et deuxième secondaire). Nous ferons un regroupement des résolutions
          selon la réussite ou non-réussite des problèmes. Ensuite, nous répartirons les
          raisonnements selon les catégories de raisonnements (synthétiques, à tendance
            analytique, analytique) et les types
          de raisonnements (calcul direct, type fausse position,
            registre algébrique conventionnel). Cette façon de procéder permettra d’avoir
          une vue interne relative pour la répartition des données pour chaque catégorie de
          raisonnements et types de raisonnements. Elle rendra pertinente la comparaison d’une part,
          entre les niveaux scolaires (première et deuxième secondaire), et d’autre part, entre les
          catégories de raisonnements et les types de raisonnements.

 5.1 Répartition des productions analysées au regard de la réussite et de la
        non-réussite [image: Retour au plan de l'article]
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Si on se limite au nombre de productions analysées en première secondaire (863),
          31,98 % sont réussies et 68,02 % sont non réussies, tandis qu’en deuxième secondaire
          (1 130), 50,80 % sont réussies et 49,20 % sont non réussies (tableau 3).

[image: Répartition des productions analysées en première et deuxième secondaire par rapport à la réussite/non-réussite] Tableau 3 Répartition des productions analysées en première et
              deuxième secondaire par rapport à la réussite/non-réussite

 [Voir la liste des
            tableaux] 
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Les données du tableau 4 montrent qu’il y a plus de résolutions réussies en deuxième
          secondaire qu’en première secondaire. On pourrait en déduire que cette situation est liée
          au fait que les élèves de deuxième secondaire ont reçu un enseignement sur
          l’algèbre.

 5.2 Catégories de raisonnements et répartition de ces catégories par niveau
        scolaire [image: Retour au plan de l'article]
[image: Répartition des types d’analyticité (catégorie de raisonnements) en première et deuxième secondaire] Tableau 4 Répartition des types d’analyticité (catégorie de
              raisonnements) en première et deuxième secondaire

 [Voir la liste des
            tableaux] 
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Le tableau 4 met en évidence le fait que 83,08 % des 863 résolutions provenant de
          première secondaire sont non analytiques, 15,99 %
          sont des raisonnements à tendance analytique, et
          0,93 % sont des raisonnements analytiques. Alors
          que 8,85 % des 1 130 copies de deuxième secondaire sont non analytiques, 4,95 % sont des raisonnements à tendance analytique, et 86,2 % sont des raisonnements analytiques. Le tableau fait ressortir aussi les
          raisonnements spécifiques à chaque catégorie de raisonnements. 

 5.3 Types de raisonnement au regard des catégories de raisonnements et répartition de
        ces raisonnements par niveau scolaire [image: Retour au plan de l'article]
 5.3.1 Raisonnements non analytiques [image: Retour au plan de l'article]
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Les résultats montrent la prépondérance des raisonnements non analytiques chez les élèves de première secondaire
          contrairement au cas des élèves de deuxième secondaire.
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En première secondaire, il ressort qu’un peu moins des trois quarts des
          raisonnements non analytiques sont du type calcul direct
          (73 % = 525/717). Rappelons qu’un raisonnement de ce type est l’archétype d’un
          raisonnement arithmétique: l’élève arrive à trouver la valeur de l’inconnue en n’opérant
          que sur des données et des relations connues, jamais il n’opère sur une inconnue. Selon
          nous, ces résultats s’expliquent, d’une part, par le fait qu’un des problèmes était de
          nature connecté, sa résolution peut donc être effectuée avec succès au moyen d’un tel
          raisonnement. D’autre part, ils peuvent aussi s’expliquer par le fait que ces élèves
          n’aient pas été encore introduits à l’algèbre et leur longue expérience en arithmétique
          fait en quelque sorte obstacle à la manifestation en actes d’un raisonnement non purement
          arithmétique. On a en effet constaté qu’un grand nombre de ces élèves a utilisé ce type de
          raisonnements même dans le cas des problèmes déconnectés. Le calcul écrit les a conduits à
          des réponses erronées étant donné que ce type de raisonnement est difficile pour les
          problèmes déconnectés. C’est ce qui explique en partie le pourcentage élevé des
          résolutions non réussies (68,02 %).
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Pour le deuxième secondaire, les résolutions de type non analytique ne représentent
          que 8,85 %, dont la majorité est de type calcul
            direct (87 %). Les deux catégories de raisonnements de type essais-erreurs ne
          représentent ensemble que 13 % des raisonnements non analytiques. Les problèmes connectés
          se prêtent à un raisonnement de type calcul
            direct, ce qui pourrait expliquer le recours à ce type de raisonnement
          privilégié par la majorité de ces élèves.
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Rappelons que contrairement aux élèves de deuxième secondaire, les élèves de
          première secondaire n’ont pas encore été introduits à l’algèbre. Chez les élèves de
          deuxième secondaire, on note plutôt la prépondérance de raisonnements de type analytique (nous y reviendrons). En cohérence avec une
          des conclusions de la recherche de Bednarz et Dufour-Janvier (1996), ces élèves auraient
          de la difficulté à revenir à des résolutions arithmétiques dans le cas des problèmes
          déconnectés lorsqu’ils maîtrisent les résolutions algébriques.

 5.3.2 Raisonnements à tendance
        analytique [image: Retour au plan de l'article]
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Le tableau 4 montre qu’environ 16 % (138 sur 863 soit 15,99 %) des élèves de
          première secondaire ont produit un raisonnement à tendance
            analytique. Parmi ces raisonnements, plus du trois quarts (77,54 % = 107/138)
          sont du type: inconnues ou équations muettes. Ces
          raisonnements respectent les caractéristiques d’un raisonnement analytique sauf que la
          nature du registre de représentation sémiotique utilisé est entièrement numérique. Ne
          disposant pas encore du registre de représentation algébrique, ces élèves opèrent bien sur
          les inconnues et sur les relations entre les inconnues, mais les laissent «invisibles».
          Pour illustrer cette analyse, examinons l’exemple du raisonnement de l’élève E625 dans la
          résolution du problème «J’aime ou je n’aime plus» (figure 4). Ce problème est déconnecté
          avec une relation de comparaison additive et une relation de comparaison multiplicative.
          C’est un problème de type composition de relations. 

[image: Résolution de l’élève E625] Figure 4 Résolution de l’élève E625

 [Voir la liste des
            figures] 
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Le registre apparent dans cette production est entièrement numérique. En affectant
          le résultat de la division de 306 par 6 à la valeur de l’inconnue du nombre d’amis de
          François (que nous noterons F) cela nous permet de déduire que pour l’élève: 306 = 6F. En
          prenant en compte les deux précédentes opérations, on peut conclure que l’élève a résolu à
          rebours l’équation mathématisant le problème: 6F + 135 = 441. Pour obtenir cette équation,
          l’élève a exprimé les deux autres inconnues (C pour Carlos et S pour Sophie) en fonction
          de F. En effet, Carlos a 27 amis de plus que François, donc: C = F + 27. Sophie a 4 fois
          plus d’amis que Carlos, donc: S = 4 x C = 4F + 4 x 27. Le total des amis des trois
          personnes est donc: F + C + S = F + (F + 27) + 4F + 4 x 27 = 6F + 5 x 27. Dans cette
          résolution, les inconnues et les relations ne sont pas représentées explicitement, bien
          que le raisonnement soit de nature analytique.
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Par ailleurs, le tableau 4 révèle aussi que 16,67 % de ces élèves (23 sur les 138)
          ont utilisé un raisonnement de type fausse-position. Bien que ce pourcentage soit relativement faible, ce
          résultat reste remarquable compte tenu de la puissance d’un tel raisonnement. Examinons à
          titre d’exemple la résolution d’un élève à un problème semblable, mais dont les relations
          sont uniquement additives.

[image: Résolution de l’élève E343] Figure 5 Résolution de l’élève E343

 [Voir la liste des
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L’élève E343 (figure 5) fait l’hypothèse que Sophie a 96 amis, mais il sait que
          cette valeur est fausse. Cette hypothèse provoque une erreur, mais il la rectifie grâce à
          une compréhension de la relation entre la variable Sophie et la donnée nombre total. Nous
          sommes donc dans le schéma d’un raisonnement de type hypothético-déductif, non dans celui
          d’essais-erreurs (voir la différence entre un raisonnement essais-erreurs, ajustement raisonné au point 4.2.1.3 et un raisonnement de
          type fausse position au point 4.2.2.1).

49 
Le tableau 4 montre un autre résultat remarquable: très peu d’élèves de deuxième
          secondaire ont produit un raisonnement àtendance analytique (moins de 5 %) et aucun n’a
          produit pour ce type de problème (problèmes à 3 branches
            type composition + +, figure 2.1) un raisonnement de type fausse position! Pourtant, ces deux types de
          raisonnements, de par leur puissance, nécessiteraient une certaine maturité mathématique
          que l’on s’attendrait à trouver chez des élèves de deuxième secondaire plutôt que chez
          ceux de première secondaire. L’explication tiendrait encore une fois au fait que les
          élèves de première secondaire n’ont pas reçu un enseignement sur les résolutions
          algébriques des problèmes déconnectés, d’où l’absence de représentation formelle. En étant
          confrontés à ce type de problèmes (problèmes à 3 branches
            type composition , figure 2.1), qui ne peuvent être résolus avec succès au
          moyen de calculs directs, ils ont tendance à raisonner analytiquement. Certains de ces
          élèves arrivent à développer des activités mathématiques riches et à produire en actes des
          raisonnements puissants et sophistiqués. En revanche, le fait que les élèves de deuxième
          secondaire aient été initiés à la démarche algébrique conventionnelle de résolution
            (raisonnement analytique), son efficacité les
          amène à l’utiliser, surtout qu’ils l’ont appris.

 5.3.3 Raisonnements analytiques [image: Retour au plan de l'article]
50 
Sans surprise, le pourcentage des raisonnements analytiques des élèves de première
          secondaire est négligeable (moins de 1 %) alors qu’il est de plus de 86 % en deuxième
          secondaire. Les raisonnements de deuxième secondaire sont presque tous des raison-nements
          algébriques conventionnels (type inconnues et équations
            explicites avec perte du lien avec le contexte). Toutefois, bien que les élèves de deuxième secondaire aient utilisé
          presque tous un raisonnement analytique, presque
          la moitié d’entre eux ne l’a pas utilisé de manière efficace. En effet, 86,2 % (974) des
          raisonnements analysés sont de type analytique
          alors que seulement 50,80 % soit 574 des raisonnements ont mené à une résolution
          réussie.

 6. Discussion et conclusion [image: Retour au plan de l'article]
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La nature des relations (multiplicative et/ou additive), ainsi que leurs liens, sont
          des paramètres qui permettent de déterminer la complexité du problème et d’influencer le
          raisonnement. Ces paramètres n’ont pas été retenus dans nos analyses comme des variables
          notre étude. Elles n’ont pas été positionnées explicitement.
            Toutefois elles sont utilisées (du moins implicitement). Il serait pertinent de les
            considérer pour une nouvelle analyse.
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Par ailleurs, l’opérationnalisation de la grille d’analyse dans l’analyse
          comparative des résolutions de première secondaire et de deuxième secondaire nous a fourni
          des informations intéressantes. Cette grille, présentée dans Squalli, Bronner, Larguier et
          Adihou (2020), repose sur une analyse fine du caractère analytique des raisonnements.
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De façon générale, nos résultats montrent que les élèves de première secondaire de
          notre échantillon ont majoritairement produit des raisonnements non analytiques et une majorité d’élèves de deuxième
          secondaire ont produit des raisonnements analytiques. Ces résultats sont en cohérence avec l’approche privilégiée par
          le programme de formation de l’école québécoise: enseignement secondaire pour l’entrée en
          algèbre au premier cycle du secondaire. 

54 
Comme nous l’avions évoqué au début de l’article, plusieurs recherches se sont
          penchées sur le passage de l’arithmétique à l’algèbre. Les conclusions de ces recherches
          montrent que certains problèmes choisis n’aident pas les élèves à voir la pertinence d’un
          passage d’un mode de raisonnement arithmétique à un mode de raisonnement algébrique
          (Marchand, 1988; Bednarz et Dufour-Janvier, 1994; Coulange, 2000, 2001).
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Nous avons adopté une autre orientation dans notre étude, celle d’étudier le
          caractère analytique des raisonnements des élèves de première et deuxième secondaire avec
          des problèmes de comparaison. En effet, le raisonnement algébrique se distingue du
          raisonnement arithmétique par son caractère analytique. Le développement du raisonnement
          analytique est donc au coeur du développement du raisonnement algébrique. Le raisonnement
          analytique nécessite le recours à un registre symbolique de représentation pour
          représenter les inconnues, les relations entre les inconnues et les données connues ainsi
          que d’opérer sur ces représentations. Or, l’utilisation de lettres n’est pas un critère
          primordial dans un raisonnement analytique (Arcavi et al., 1989-1990). Notre analyse montre le caractère analytique de certains
          raisonnements sans le recours au symbolisme. Il ressort que la prépondérance des
          raisonnements de type non analytique en première
          secondaire démontre les limites d’une approche transition arithmétique-algèbre (de faire
          l’arithmétique et après l’algèbre), et que si les élèves étaient confrontés plus tôt aux
          problèmes déconnectés, ils auraient eu l’opportunité de sophistiquer leur raisonnement
          arithmétique en développant des raisonnements àtendance analytique. C’est ce que démontre cette
          recherche.
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Cependant, notre recherche montre que la manifestation des raisonnements de type
          sophistiqués comme le raisonnement de type fausse-position
          reste fragile. Ce type de raisonnement apparaît en première secondaire chez une
          petite proportion des élèves (ne pouvant utiliser le calcul direct et un raisonnement
          algébrique), mais disparaît complètement en deuxième secondaire. Ainsi, quand on confronte
          les élèves à des problèmes algébriques (déconnectés) avant l’introduction de l’algèbre,
          ils peuvent produire ces raisonnements à tendance
            analytique. Cependant, ces élèves les délaissent dès l’introduction de
          l’algèbre formelle. En effet, le problème souligné ici n’est pas dans la disparition du
          raisonnement de type fausse-position suite à
          l’introduction de la méthode algébrique conventionnelle. Si l’on veut que les élèves
          développent ce type de raisonnement et d’autres raisonnements àtendance analytique, il faut les confronter avec
          des problèmes déconnectés plus tôt, c’est-à-dire dès le primaire très tôt avant
          l’introduction de l’algèbre formelle. Ainsi, il serait laissé aux élèves le temps de
          développer des raisonnements sophistiqués, de les intégrer dans leur pratique mathématique
          et les faire évoluer, étant donné l’intérêt de ces raisonnements pour le développement de
          leur pensée mathématique. Cette recherche montre donc la pertinence d’une perspective
          curriculaire du type Early Algebra, en ce sens
          que 15,99 % des élèves de première secondaire ont produit des raisonnements à tendance analytique, mais dans un registre numérique. À
          ce titre, la confrontation des élèves à la résolution de problèmes algébriques (problèmes
          déconnectés) avant l’introduction de l’algèbre leur a permis de mettre en évidence des
          raisonnements à tendance analytique. Le
          développement de la pensée algébrique de ces élèves dans le contexte de la résolution de
          problèmes est suffisamment avancé pour qu’ils soient introduits à l’algèbre formelle. Nous
          faisons l’hypothèse que ces élèves vont donner un sens au calcul algébrique littéral une
          fois introduit.
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Enfin, la recherche confirme les résultats de Bednarz et Dufour-Janvier (1994) au
          fait que l’introduction à la méthode algébrique conventionnelle de résolution fait
          obstacle à la manifestation d’autres types de raisonnements. En effet 86,2 % des
          raisonnements de deuxième secondaire sont du type analytique et parmi ces raisonnements, 973 sur 974 (99,90 %) sont du type
            inconnues et équations explicites avec perte du lien avec
            le contexte. Toutefois, nous avons remarqué que, bien que les élèves de
          deuxième secondaire aient utilisé presque tous un raisonnement analytique, seulement 50,80 % soit 574 des raisonnements
          ont mené à une résolution réussie. Le développement de la pensée algébrique plus tôt
          pourrait contribuer à la réussite de ces problèmes. Ainsi, l’introduction de l’algèbre
          dans une perspective de transition arithmétique-algèbre est à questionner.
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En effet, notre recherche montre que le caractère analytique des raisonnements avant
          l’initiation à l’algèbre contribue au développement de la pensée algébrique et à la mise
          en place du symbolisme. Réciproquement, le symbolisme facilite le raisonnement analytique.
          À ce propos, elle autorise à se demander si en introduisant très tôt (dès le primaire) des
          activités qui convoquent des raisonnements analytiques (comme des problèmes déconnectés) les élèves n’auraient-ils pas
          à y gagner.
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Notre hypothèse est qu’en mettant l’élève au contact de ces problèmes très tôt et ne
          pas attendre la deuxième secondaire contribuera au développement de la pensée mathématique
          et plus spécifiquement de la pensée algébrique. Ceci serait aussi cohérent avec les visées
          du programme québécois et participerait au développement de la pensée algébrique. Il
          serait alors pertinent de regarder de plus près le type et la nature des raisonnements que
          les élèves utilisent dans ce nouveau contexte.
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Annexe 1. Liste des problèmes avec des relations de comparaison
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Annexe 2. Analyse des résolutions d’élèves au regard de la grille
 Raisonnements de type non analytique [image: Retour au plan de l'article]
[image: Calcul direct]  Calcul direct
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[image: Raisonnements de type essais-erreurs avec ajustement simple]   Raisonnements de type essais-erreurs avec
                  ajustement simple
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[image: Essais-erreurs avec ajustement raisonné]  Essais-erreurs avec ajustement
                  raisonné
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 Raisonnements à tendance analytique [image: Retour au plan de l'article]
[image: Raisonnements de type fausse position, registre numérique]  Raisonnements de type fausse position, registre
                  numérique
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[image: Raisonnements de type fausse position, registre intermédiaire]  Raisonnements de type fausse position, registre
                  intermédiaire
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[image: Raisonnements à tendance analytique, inconnues non représentées explicitement, registre numérique]  Raisonnements à tendance analytique, inconnues
                  non représentées explicitement, registre numérique
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[image: Raisonnements à tendance analytique, inconnue intermédiaire, registre numérique]  Raisonnements à tendance analytique, inconnue
                  intermédiaire, registre numérique
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[image: Raisonnements à tendance analytique, inconnues explicites, registre algébriqueInconnues ou équations explicites mais sans opération sur ces représentations]  Raisonnements à tendance analytique, inconnues
                  explicites, registre algébrique

Inconnues ou équations explicites mais sans opération sur ces
                représentations
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[image: Raisonnements fonctionnels, registre table de valeurs numériques]  Raisonnements fonctionnels, registre table de
                  valeurs numériques
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 Raisonnements analytiques [image: Retour au plan de l'article]
[image: Raisonnement analytique - Inconnues et équations explicites sans perte de lien avec le contexte]  Raisonnement analytique - Inconnues et équations
                  explicites sans perte de lien avec le contexte
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Annexe 3. Analyse de deux problèmes
 Le camp Marbes (problème connecté –
              arithmétique) [image: Retour au plan de l'article]
Énoncé: Un camp de jour offre trois activités de plein air. Le canoë regroupe
            4 fois plus de jeunes que le soccer et 7 fois plus de jeunes que le tir à l’arc. S’il y
            a 252 jeunes inscrits au canoë, combien de jeunes au total participent aux activités?
            Réponse: tir à l’arc: 36, soccer: 63, total: 351.

Le problème propose de déterminer le nombre total de jeunes qui pratiquent trois
            activités: «soccer», «tir à l’arc» et «canoë». Le problème précise le nombre de jeunes
            pratiquant le canoë (252) et il explicite deux types de relations multiplicatives entre
            le nombre de jeunes pratiquant le canoë et le soccer, et d’autre part le nombre de
            jeunes pratiquant le canoë et le tir à l’arc. (Le canoë
              regroupe 4 fois plus de jeunes que le soccer et 7 fois plus de jeunes que le tir à
              l’arc.)
 Le réseau social (problème déconnecté – composition
              X +) [image: Retour au plan de l'article]
Énoncé: Trois personnes comparent leur nombre d’amis sur le site «facebouille».
            Sophie a 3 fois plus d’amis que Carlos et François a 114 amis de plus que Sophia. Si au
            total ils sont 380 amis, combien d’amis ont-ils chacun? Réponse: Sophia: 114,
            Carlos: 38, François: 228.

Le problème met en évidence trois inconnues (le
              nombre d’amis de François, le nombre d’amis de Carlos et le nombre d’amis de
              Sophia). Le problème met une inconnue (le pont: le nombre d’amis de
            François) en relation avec les deux autres et les relations sont données et elles sont
            de types multiplicatif et additif. Condition: Carlos et François et Sophia n’ont pas
            d’amis communs. Ils ne sont pas amis entre eux. 494 est le total de leurs amis. 
Si n représente le nombre d’amis de Carlos, 3n le
              nombre d’amis de Sophia (Sophiea 3 fois plus d’amis que Carlos) et par 3n + 114 le nombre
              d’amis de François (François a 114 amis de plus que Sophia). On a
            l’équation suivante:
n + 3n + (3n + 114) = 380 et la résout
              7n + 114 = 380, qu’on transforme en 7n = 380 – 114,7n = 266 et on déduit en divisant les deux membres de
              l’égalité par 7, 7n/7 = 266/7.
On trouve n = 38 et on déduit ensuite le nombre
              d’amis de François en faisant le calcul: 3 x n = 3 x 38 = 144 et le nombre d’amis de
              Sophie en faisant 3 x n + 114 = 3 x 38 + 114 = 228. L’analyse met en
            évidence le fait qu’il y a un pont entre les inconnues. Le symbolisme ou l’usage des
            lettres facilite la pose d’équation et sa résolution.
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[1] «On fait comme si la réalité de l’énoncé permettait d’inventer une nouvelle réalité.
          On fait comme si on était 100 élèves, comme s’il y avait 2 bouchons: le réel est donc
          modifiable à condition de ne pas modifier les relations mathématiques;On fait comme si on connaissait tous les nombres utilisés: les nombres «connus»
          remplacés par des paramètres comme les nombres inconnus remplacés par des
          variables;On fait comme si les nombres désignés à l’aide de lettres étaient connus pour opérer
          sur eux;On fait comme si le problème était résolu pour le modéliser dans le registre des
          expressions algébriques (pensée analytique);On préfère la forme d’écriture du nombre qui exprime son sens, à l’expression
          non analytique du nombre (ex: 17 × 49 exprime mieux que ce nombre est un multiple de 17
          que 833). On recherche le meilleur “nom propre” (au sens de Frege) du nombre par rapport
          au contexte et non pas la finalisation d’un calcul.» (Larguier, 2015b)
[2] Exemple: Luc a 3,50 $ de moins que Michel. Luc double son montant d’argent, tandis
          que Michel augmente le sien de 1,10 $. Maintenant Luc a 40 sous de moins que Michel.
          Combien Luc et Michel ont-ils chacun? (Marchand, 1999).
[3] Voir l’exemple de la figure 5.
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Résumé
Dans les manuels de mathématique québécois du premier cycle du secondaire, favoriser l’expression d’un raisonnement analytique conjugué au désir de convaincre l’élève de recourir au langage littéral semblent être les motifs justifiant l’augmentation de problèmes dont la modélisation peut se traduire par une équation où l’on retrouve l’inconnue dans les deux membres de l’égalité. Cet article expose les résultats d’une étude comparative de ces problèmes que nous avons nommés « mise en égalité » qui ont été recensés dans des manuels issus des réformes de 1992 et 2003. À partir du travail de Marchand et Bednarz (1999), les classes de problèmes, les cadres en jeu ainsi que la représentation et le degré d’explicitation de la mise en égalité seront discutés.
Mots clés : didactique, manuel scolaire, algèbre, problèmes, pensée algébrique

Abstract
Kaleidoscope on the increase in equality problems in Quebec textbooksIn the secondary-level (cycle 1) mathematics textbooks of Quebec, the increase in problems involving modelling that can translate into equations with an unknown on both sides of the equal sign appears to be driven by a promotion of analytical reasoning, in conjunction with a desire to convince students to use literal language. This article presents the results of a comparative study of these problems, referred to here as “equalization,” as reviewed in textbooks stemming from the 1992 and 2003 reforms. Building on the work of Marchand and Bednarz (1999), the article discusses classes of problems, the frameworks involved as well as representations and degrees of explicitation associated with this equalization.
Keywords : instruction, textbook, algebra, problems, algebraic thinking

Resumen
Caleidoscopio sobre el aumento de los problemas de igualdad en los libros escolares de QuebecEn los libros escolares de matemáticas de Quebec del primer ciclo de secundaria, favorecer la expresión de un razonamiento analítico combinado con el deseo de convencer al alumno de recurrir al lenguaje literal, parecen ser las razones que justifican el aumento de problemas cuyo modelado se puede traducir por una ecuación donde encontramos lo desconocido en los dos miembros de la igualdad. Este artículo presenta los resultados de un estudio comparativo de estos problemas que hemos denominado “igualación”, que han sido identificados en los libros de texto de las reformas de 1992 y 2003. A partir del trabajo de Marchand y Bednarz (1999), se discutirán las clases de problemas, los marcos en juego, así como la representación y el grado de explicitación de la “igualdad”.
Palabras clave : didáctica, libros escolares, álgebra, problemas, pensamiento algebraico
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 1. Contexte de l’étude ou… Quand la valorisation de problèmes complexes rend complexe
        l’expression de raisonnements analytiques [image: Retour au plan de l'article]
1 
Le plus récent programme de formation en application au Québec (Gouvernement du
          Québec, 2006, 2007) réitère la place prépondérante à accorder à la résolution de
          problèmes. Dans une recherche documentaire [1] portant sur
          l’évolution de la notion de problème du xxe siècle à nos jours, Lajoie et Bednarz (2012, 2014)
          déterminent cinq périodes reliées à différentes finalités de l’enseignement par résolution
          de problèmes: le Québec d’avant la Seconde Guerre mondiale (1904-1945), celui de
          l’après-guerre (1948-1959), de l’après-Révolution tranquille (1960-1970), des années
          1980-1990 et de la période actuelle (de 2000 à aujourd’hui). Pour elles, l’idée nouvelle
          de complexité sous-jacente à la notion de situation-problème est ce qui distingue la
          période s’amorçant avec le xxie siècle des périodes précédentes. Ainsi les
          enseignants sont encouragés à proposer aux élèves des problèmes d’une plus grande
          complexité. Dans le programme, on précise qu’une situation est complexe lorsqu’elle
          mobilise l’ensemble des composantes d’une compétence, représente un défi intellectuel,
          suscite un conflit cognitif, favorise la prise de risques et se prête à plus d’une
          démarche. On y ajoute que les critères qui permettent de caractériser la complexité
          sont:
[L]’étendue des concepts et processus à mobiliser, le degré de familiarité/degré
            d’autonomie exigé de l’élève, le nombre de contraintes, le nombre d’étapes que comporte
            la solution, le niveau d’abstraction exigé pour s’approprier la situation, la nature des
            liens intra-mathématiques sollicités (concepts et processus, liens entre plusieurs
            champs des mathématiques) ou interdisciplinaires, etc.
Gouvernement du Québec, 2006, p. 14


2 
En algèbre, au premier cycle du secondaire (13-14 ans), les visées ne diffèrent pas
          du précédent programme, il est espéré des élèves qu’ils s’engagent dans un processus de
          modélisation où il y aurait traduction de l’énoncé d’un problème à l’aide d’une équation
          algébrique dont la résolution, à l’aide de manipulations symboliques, conduirait à la
          recherche de la solution (Gouvernement du Québec, 2006). Ainsi, les problèmes retenus par
          les enseignants devraient, d’une part, favoriser chez les élèves l’expression d’un
          raisonnement analytique [2], mais, d’autre part, les conduire
          à recourir au langage littéral.

3 
L’accroissement de la complexité des problèmes proposés aux élèves, ajouté à ce qui
          précède, nous permettait de croire que les élèves du premier cycle du secondaire de la
          réforme scolaire implantée au Québec dans les années 2000 réussiraient mieux que les
          élèves de la réforme des années 1990 relativement à la résolution de problèmes du même
          type. C’est dans cette visée qu’un questionnaire composé de 12 problèmes mettant en jeu
          des relations de comparaison entre des grandeurs inconnues a été administré à plus de 900
          élèves provenant de 48 classes du premier cycle du secondaire dans 8 écoles appartenant à
          7 commissions scolaires différentes. Cette étude exploratoire (Saboya, Tremblay, Adihou,
          Squalli, Besançon et Martin, 2014) prend place dans la continuité des recherches menées
          lors des deux réformes précédentes, Bednarz et Janvier (1996) pour la réforme des
          années 1980 et Marchand et Bednarz (1999, 2000) pour la réforme des années 1990 [3]. Les résultats ont confirmé la persistance de difficultés chez
          les élèves dans la résolution de problèmes de type partage inéquitable mettant en jeu des
          relations de comparaison entre des grandeurs inconnues [4].
          Il a été possible de constater, chez les élèves de première secondaire, une grande
          diversité dans les raisonnements mobilisés, alors que chez les élèves de deuxième
          secondaire une majorité (86,9 %) de raisonnements analytiques fut recensée (position
          réajustée, surplus/parts, algèbre explicite). Et, parmi ces raisonnements, le raisonnement
          algébrique explicite (83,7 % des raisonnements codés), nommé ainsi pour le recours au
          langage symbolique et aux manipulations algébriques, prédomine, sans être toujours bien
          maîtrisé (taux de réussite de 50 %). Les taux de réussite obtenus sont d’ailleurs
          inférieurs à ceux fournis par la recherche provenant de la réforme précédente (Marchand et
          Bednarz, 2000). Ils forcent à la conclusion que les élèves québécois interrogés ne sont
          pas nécessairement plus à l’aise dans la résolution de problèmes ayant des structures
          semblables à celles proposées à leurs prédécesseurs des décennies précédentes.

4 
Face à ce constat et à la recherche d’explications de ces résultats, en
          collaboration avec les enseignants et conseillers pédagogiques impliqués dans notre
          recherche collaborative [5], l’étude des différents problèmes
          de partage inéquitable tels que décrits par Bednarz et Janvier (1994) (composition,
          source, puits) est devenue un enjeu de formation. Ces problèmes étant jugés peu présents
          dans les manuels utilisés par nos collaborateurs, il nous est apparu primordial de tourner
          notre attention vers l’étude des manuels scolaires qui sont une ressource souvent utilisée
          par les enseignants.

5 
Plusieurs chercheurs en didactique des mathématiques se sont intéressés à l’étude
          des ressources didactiques (guide pédagogique et manuel de l’élève) mises à la disposition
          des enseignants au début du secondaire en algèbre (au Québec: Guzman, Bednarz et
          Hitt, 2003; Marchand et Bednarz, 1999, 2000; Barallobres, 2009; Cotnoir, 2010 et
          Antoun, 2012; en France: Coulange, 2000). Notre étude prend place parmi celles-ci et est
          plus directement en continuité avec celle menée par Marchand et Bednarz (1999, 2000) qui a
          porté sur les manuels scolaires en vigueur lors de la précédente réforme. Leur recherche
          et la nôtre axent plus particulièrement sur l’une des approches reconnues en algèbre
          (Artigue, 2012; Kieran, 2007), la résolution de problèmes visant l’introduction au
          raisonnement analytique. Une comparaison entre l’analyse des manuels de la réforme des
          années 2000 (qui fait l’objet de ce texte) et celle de la réforme antérieure (menée par
          Marchand et Bednarz, 1999, 2000) met en évidence une rupture dans le type de problèmes
          proposés par les concepteurs des manuels scolaires de ces deux périodes et amène à
          distinguer des éléments de complexité dans les manuels des années 2000 qui interrogent
          l’enseignement et l’apprentissage de l’algèbre.

6 
Le programme précise que pour que l’élève soit habile à traduire l’énoncé d’un
          problème à l’aide d’une ou de plusieurs expressions algébriques ou équations, il faut
          qu’il soit «exposé à une très grande diversité de situations» (Gouvernement du Québec,
          2006, p. 254). L’étude des manuels scolaires fut alors l’occasion d’évaluer et de rendre
          compte de la diversité des problèmes proposés. Elle permet du même souffle de définir
          l’expression de la complexité des problèmes et de rendre compte des critères retenus dans
          les problèmes des manuels.

7 
Au secondaire, favoriser l’expression d’un raisonnement analytique conjugué au désir
          de convaincre l’élève de recourir au langage littéral pour résoudre efficacement les
          problèmes semblent être les motifs justifiant l’augmentation de problèmes dont la
          modélisation peut se traduire par une équation où l’on retrouvera l’inconnue dans les deux
          membres de l’égalité et prenant donc la forme ax + b = cx + d. Ce sont ces problèmes que
          nous avons nommés «mise en égalité» et qui sont l’objet du présent article. L’étude des
          classes de problèmes en jeu, des contextes colorant les problèmes proposés ainsi que la
          possible incertitude associée à la formulation des énoncés sont les différents «miroirs»
          du kaléidoscope utilisé pour analyser les problèmes de mise en égalité et ainsi mieux
          cerner comment s’exprime l’importance prise par ces problèmes au fil des deux réformes
          québécoises. Dans la prochaine section, nous exposerons les recherches sur lesquelles nous
          nous sommes appuyées pour construire certaines catégories de notre grille d’analyse des
          problèmes écrits dans les manuels scolaires dont la résolution vise l’introduction au
          raisonnement analytique. On esquissera ensuite notre méthodologie avant de présenter les
          résultats de l’analyse des problèmes de mise en égalité pour les collections des deux
          dernières réformes. Ces résultats permettront finalement de discuter de la transformation
          de l’activité de résolution de problèmes et de la nécessité, pour les enseignants, de
          considérer les choix faits dans nos plus récents manuels pour favoriser le recours au
          raisonnement analytique ainsi qu’au langage littéral dans la résolution des problèmes
          proposés.

 2. Regard sur les recherches menées sur les manuels scolaires à propos des problèmes
        visant l’introduction au raisonnement analytique [image: Retour au plan de l'article]
8 
Différents chercheurs se sont intéressés à l’analyse des manuels scolaires sous
          l’angle des problèmes proposés dans le chapitre portant sur la résolution de problèmes en
          algèbre au premier cycle du secondaire. L’on présentera ici les recherches sur lesquelles
          nous avons puisé lors de la construction de notre grille d’analyse des énoncés de
          problèmes (Tremblay et Saboya, à paraître).

9 
Bednarz et Janvier (1994) distinguent trois classes de problèmes, lesquelles mettent
          en jeu respectivement: i) des relations de comparaison entre grandeurs inconnues, ii) des
          transformations de grandeurs inconnues dans le temps et iii) des relations entre grandeurs
          non homogènes faisant intervenir des taux. Pour étudier la structure de ces problèmes,
          elles ont procédé à une schématisation (voir tableau 1) qui s’appuie sur celle de Vergnaud
          (1982). Les grandeurs, les relations et les taux connus sont représentés par des cases
          noircies, ceux qui sont inconnus par des cases blanches et ce qui est cherché, représenté
          dans une case blanche avec un point d’interrogation. Les relations de comparaison sont
          désignées par des lignes courbes, les taux par des segments et les relations de
          transformation dans le temps par une flèche. Le tableau 1 présente un exemple de chaque
          classe de problème avec sa schématisation.

10 
Dans un souci de repérer les problèmes qui favorisent chez les élèves l’expression
          d’un raisonnement analytique, Bednarz et Janvier (1994) définissent les problèmes
          connectés versus les problèmes déconnectés,
          lesquels répondent à cette visée. Pour les problèmes connectés «une relation peut
          facilement être établie entre deux données connues, induisant alors un raisonnement de
          type arithmétique s’articulant sur les données connues du problème pour aboutir en fin de
          processus à retrouver la donnée inconnue». Alors que pour les problèmes déconnectés «aucun
          pont ne peut être établi a priori directement entre les données connues du problème»
          (p. 279).

[image: Des exemples de problèmes appartenant aux trois classes définies par Bednarz et Janvier (1994) avec la schématisation correspondante] Tableau 1 Des exemples de problèmes appartenant aux trois
              classes définies par Bednarz et Janvier (1994) avec la schématisation
              correspondante

 [Voir la liste des
            tableaux] 
11 
Pour les problèmes déconnectés, elles distinguent différents éléments de
          complexité:
	le nombre de grandeurs (distinction entre les problèmes à deux branches et ceux
              à trois branches);

	la nature des relations de comparaison impliquées (additive, multiplicative…);
            

	l’enchaînement des relations de comparaison dans les problèmes à trois branches
              (source, composition, puits).



12 
Elles précisent que parmi les problèmes ne faisant intervenir que des relations de
          comparaison, ceux de type source sont plus faciles que les problèmes de type composition.
          Les problèmes de type puits apparaissent comme les plus complexes. Ainsi en résulte une
          progression en complexité autour des problèmes impliquant des relations de comparaison
          entre grandeurs inconnues. L’étude de Marchand (1998) et notre étude (Saboya et al., 2014) viennent confirmer cette classification
          proposée par Bednarz et Janvier (1994) dans l’ordre de complexité de cette classe de
          problèmes. Guzman, Bednarz et Hitt (2003) ont étendu le modèle de complexité précédent
          pour les problèmes mettant en jeu des relations entre grandeurs non homogènes faisant
          intervenir des taux. Ils déterminent huit catégories de problèmes de taux qu’il serait
          possible de retrouver dans les manuels pour tout le cursus du secondaire. Cette
          catégorisation s’appuie sur les différents éléments de complexité [6] que sont :
	La structure de calcul relationnel sous-jacente (le taux est donné ou inconnu,
              présence de relations de comparaison...);

	Le type de taux et sa familiarité pour l’élève. Considération de différents
              niveaux d’abstraction du taux, comme la vitesse, le débit, la densité, le prix
              unitaire…;

	 La formulation du taux en matière de relation entre deux grandeurs. Par exemple
              «75 km en une heure» versus la formulation
              «75 km/h». 



13 
À ces recherches qui ont principalement porté sur l’étude de la structure
          relationnelle des énoncés, celle de Cotnoir (2010) s’est attardée aux contextes des
          problèmes définis comme:
la façon de présenter l’énoncé (symbolique, verbale, imagée ou avec
            manipulations). Les situations qui y sont présentées peuvent être issues de la vie de
            tous les jours, de la vie du jeune, des mathématiques ou d’autres disciplines scolaires.
            Ainsi, le contexte ne réfère pas au vocabulaire utilisé.
Cotnoir, 2010, p. 5


14 
Elle s’est interrogée sur l’évolution de l’utilisation des contextes dans les
          chapitres introductifs à l’algèbre dans les manuels scolaires québécois de 1960 à nos
          jours. En s’appuyant sur une catégorisation présentée dans un document ministériel
          (Gouvernement du Québec, 1988), elle distingue différents types de contextes, réels,
          réalistes, purement mathématiques et authentiques.
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Les contextes réels sont faits par l’élève en action. Les contextes réalistes sont
          issus de la vie de tous les jours. Les contextes purement mathématiques se présentent sous
          la forme d’un énoncé n’intégrant que des objets mathématiques. Les contextes authentiques
          se réfèrent à ce qui est vécu dans la vie de tous les jours et au travail tout en ayant
          une tâche associée qui est effectivement en lien avec le contexte (Cotnoir, 2010,
          p. 5).
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Elle a noté une augmentation de l’utilisation des contextes réels à travers les
          années et plus particulièrement ceux reliés au domaine de l’activité humaine. Les tâches
          authentiques ont également augmenté et les tâches artificielles diminuées. 
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Antoun (2012) s’est également intéressée aux manuels scolaires du premier cycle du
          secondaire dans la partie résolution de problèmes en algèbre. Elle a analysé la complexité
          des situations problèmes (SP) ainsi désignées par les auteurs des collections. Pour cerner
          la nature et le niveau de complexité de ces situations, elle a eu recours à la grille
          d’analyse a priori des situations élaborée par Jonnaert, Lauwers et Pelletier (1990). La
          complexité d’une SP est ainsi déterminée selon trois éléments: le nombre de tâches, leur
          niveau de complexité et leur enchaînement. Cette grille est pertinente pour l’étude de
          n’importe quel énoncé de problème. Elle permet d’établir une hiérarchie depuis les
          situations dont toutes les tâches sont fermées jusqu’aux situations ouvertes. Ainsi,
          l’analyse de chacune des tâches qui composent la situation relève la présence
          d’informations sur les paramètres de la structure de la situation (objets, opérateurs et
          produits). L’étude de ces paramètres permet de les caractériser selon le niveau
          d’information fourni, le degré d’incertitude ainsi que le degré d’ouverture. Le degré
          d’incertitude s’avère particulièrement porteur dans le cadre de notre travail, notamment
          lorsqu’il s’agit de déceler les relations qui sont implicites ou explicites dans les
          énoncés de problèmes. Plus précisément, la formulation de la mise en égalité relativement
          au travail de traduction pour l’élève.

 3. Repères méthodologiques [image: Retour au plan de l'article]
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Cette étude s’inscrit dans une démarche qualitative/interprétative (Savoie-Zajc,
          2004). Il s’agit de mieux comprendre les critères qui guident, en ce début de xxie siècle, le choix des problèmes
          proposés dans les manuels scolaires du premier cycle du secondaire en mathématique [7]. Les manuels scolaires constituent le corpus de données. Pour
          cet article, nous nous sommes attardées aux chapitres relatifs à la résolution de
          problèmes, lesquels se retrouvent tous dans les manuels de la deuxième année du premier
          cycle (élèves de 13 ou 14 ans). Ils sont:
	À vos maths!: chapitre «L’algèbre: un outil de résolution de problèmes»
              (manuel C, p. 270 à 305); 

	Panoram@th: chapitre «De l’inconnue à la
              résolution d’équations» (Panorama 13, vol. 2B, p. 1 à 38); 

	Perspective: chapitres «La résolution
              d’équations» et «L’algèbre: une stratégie de résolution de problème» (manuel B,
              vol. 1, p. 114 à 209 et vol. 2, p. 300 à 313). 
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Tous les énoncés (nommés exercice ou problème par les éditeurs) retrouvés dans les
          chapitres où les auteurs expriment leur intention d’introduire à l’algèbre ont été
          analysés. Les résultats tirés de l’étude des manuels de la précédente réforme sont tirés
          de l’étude de Marchand et Bednarz (1999). Notre analyse des problèmes a été menée en
          considérant ces diverses recherches qui se sont penchées sur l’étude des problèmes sous
          l’angle de la structure du problème (Bednarz et Janvier, 1996; Guzman, Bednarz et Hitt,
          2003), des contextes (Cotnoir, 2010) et des tâches qui composent le problème (Antoun,
          2012). L’analyse de contenu (Blais et Martineau, 2006) a été retenue comme méthode de
          traitement des données. Plusieurs des catégories analytiques (classes associées à un
          énoncé de problème, contexte, tâches) ont été établies à partir des travaux qui précèdent.
          L’utilisation d’une grille d’analyse mixte a permis l’émergence de nouvelles catégories
          qui ne sont pas nécessairement issues des études répertoriées. Ainsi, l’étude des
          contextes de Cotnoir (2010) a été enrichie par l’ajout de la prise en compte des cadres en
          jeu (Douady, 1986) et par l’ajout du codage du registre de représentation sémiotique
          présent dans chaque énoncé de problème (Duval, 1995). Ces ajouts ont été nécessaires pour
          rendre compte de problèmes présentés à l’aide d’un simple «dessin» (registre figural) pour
          lesquels il y a mise en équivalence de quantités. Ces catégories émergentes ont permis
          d’enrichir l’ensemble du processus de recherche.

 4. Résultats [image: Retour au plan de l'article]
 4.1 Kaléidoscope sur les manuels scolaires issus de la réforme de 1992 [image: Retour au plan de l'article]
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Dans le programme de mathématique de cette réforme, l’introduction du langage
          littéral et de la résolution de problèmes était un enjeu d’apprentissage lors de la
          deuxième année du secondaire. Ainsi, de l’analyse des manuels de cette réforme (1992), on
          retient plusieurs constats dont le fait que les problèmes de type partage inéquitable s’y
          retrouvent de façon majoritaire (Marchand et Bednarz, 1999).

[image: Répartition des problèmes pour deux manuels de deuxième secondaire de la réforme de 1992 (Marchand et Bednarz, 1999)] Tableau 2 Répartition des problèmes pour deux manuels de
              deuxième secondaire de la réforme de 1992 (Marchand et Bednarz,
            1999)

 [Voir la liste des
            tableaux] 
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Les chercheures soulignent une rupture entre les différents niveaux (première,
          deuxième et troisième secondaires) en ce qui concerne la classe de problèmes
          majoritairement présente. En première secondaire, ce sont les problèmes de taux qui sont
          majoritaires dans les deux manuels avant toute introduction à l’algèbre (73 % dans
            Scénario et 53 % dans Carrousel). En troisième secondaire, ce sont les
          problèmes de taux qui sont majoritaires (74 % dans Scénario
          et 51 % dans Carrousel). Au moment de
          l’introduction de l’algèbre, ce sont les problèmes de partage inéquitable qui entrent en
          jeu. Les problèmes de transformation sont très peu exploités dans les deux collections. On
          retrouve dans les manuels de la réforme de 1992 des problèmes de mise en égalité.
          Rappelons que nous caractérisons ces problèmes comme étant ceux dont le contexte est
          réaliste et dont la modélisation peut se traduire par une équation où l’on
          retrouvera l’inconnue dans les deux membres de l’égalité et prenant donc la forme
          ax + b = cx + d. Marchand et Bednarz (1999) ne s’y sont pas particulièrement intéressées;
          elles les ont plutôt comptabilisés dans les autres classes de problèmes (partage
          inéquitable, taux, transformation).
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Dans le manuel Scénario, sur les 47
          problèmes recensés, notre nouvelle analyse a permis d’identifier 10 problèmes de mise en
          égalité soit 21,2 % des problèmes. Dans le manuel Carrousel, seulement 2 des 72 problèmes sont des problèmes de mise en
          égalité soit 2,8 %. La répartition de ces problèmes en prenant en compte les classes en
          jeu (taux, comparaison, transformation) est exposée au tableau 3. Précisons que les
          4 premières classes de problèmes sont aussi des problèmes déconnectés.

[image: Répartition des problèmes de mise en égalité selon les classes en jeu pour deux manuels de deuxième secondaire de la réforme de 1992] Tableau 3 Répartition des problèmes de mise en égalité selon
              les classes en jeu pour deux manuels de deuxième secondaire de la réforme de
              1992

 [Voir la liste des
            tableaux] 
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L’analyse de ce tableau permet de constater que les problèmes de mise en égalité de
          la collection Scénario sont majoritairement
          formulés à partir de problèmes de partage inéquitable ou de type taux. Les quelques cas
          proposés dans le manuel Carrousel sont associés à
          la classe taux [8].

 4.2 Kaléidoscope sur des manuels scolaires issus de la réforme de 2003 [image: Retour au plan de l'article]
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On se tourne maintenant vers l’étude de trois des principaux manuels utilisés dans
          les écoles et approuvés par le ministère à la suite de la réforme de 2003. On retiendra
          que la collection Panoram@th succède au manuel
            Carrousel alors que Perspective a été rédigé par le même éditeur qui a donné
          le jour au manuel Scénario. Dans le cadre de cet
          article, nous avons ciblé uniquement les énoncés de problèmes, exprimés en mots ou à
          l’aide de dessins (voir le nombre dans la colonne 1 du tableau 4), que l’élève peut
          choisir de modéliser à l’aide d’une équation en vue de trouver la valeur de l’inconnue
          cherchée. Les énoncés où les auteurs ont fourni l’équation traduisant le problème, ou
          encore, ceux où l’élève est invité à exprimer certaines relations à l’aide d’expressions
          algébriques ont été écartés. Parmi les énoncés retenus, le tableau 4 expose la fréquence
          (%) des énoncés dits de mise en égalité.

[image: Fréquence des items de mise en égalité dans trois manuels québécois du premier cycle du secondaire issus de la réforme de 2003] Tableau 4 Fréquence des items de mise en égalité dans trois
              manuels québécois du premier cycle du secondaire issus de la réforme de
              2003

 [Voir la liste des
            tableaux] 
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Comparativement aux manuels de la précédente décennie (voir tableau 3), on constate
          qu’une place importante est dorénavant faite aux problèmes de mise en égalité pour chacune
          des collections étudiées. Chez Panoram@th,
          ceux-ci occupent d’ailleurs la plus grande part des problèmes étudiés. Pour une même
          maison d’édition, on observe une hausse de plus de 60 % des problèmes de mise en égalité
          pour l’une (Carrousel vsPanoram@th) et pour l’autre, une augmentation de
          20 % (ScénariovsPerspective). C’est dans la collection À vos maths! que l’on en propose davantage, mais la
          majorité des problèmes de cette collection ne sont pas de type «mise en égalité».

 4.2.1 Miroir sur les classes en jeu dans les problèmes de mise en égalité [image: Retour au plan de l'article]
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De manière à faire un meilleur parallèle avec les résultats tirés de Marchand et
          Bednarz (1999, 2000), nous avons cherché à déterminer les classes de problèmes en jeu dans
          ces problèmes de mise en égalité. Premier constat, certains énoncés de problèmes ne sont
          pas formulés à l’aide de mots exprimant des relations de comparaison, mais proposent
          plutôt un simple dessin (p. ex. une balance dont on cherche la masse d’un des objets). Ils
          ne peuvent donc être catégorisés selon la classe associée à la structure relationnelle des
          énoncés. Ils occupent à eux seuls une part importante des problèmes de mise en égalité
          (19,0 % chez Perspective; 25,7 % chez À vos maths! et 34,6 % chez Panoram@th). Ces énoncés seront traités ultérieurement dans cet article et
          sont donc écartés des résultats exposés au tableau 5. De même, pour certains problèmes,
          les relations de comparaison entre certaines grandeurs sont implicites et renvoient aux
          connaissances des élèves sur certains concepts en jeu dans l’énoncé (p. ex. la congruence
          des côtés d’un triangle équilatéral), il n’y a donc pas toujours codage possible de la
          classe en jeu [9]. Autre résultat intéressant, pour une
          majorité d’énoncés, il y a plus d’une classe en jeu dans un même énoncé (voir tableau 5).
          Cela augmente du même coup la complexité du traitement des problèmes pour
          l’élève.

[image: Répartition des problèmes de mise en égalité selon les classes en jeu pour trois manuels québécois du premier cycle du secondaire issus de la réforme de 2003] Tableau 5 Répartition des problèmes de mise en égalité selon
              les classes en jeu pour trois manuels québécois du premier cycle du secondaire issus
              de la réforme de 2003

 [Voir la liste des
            tableaux] 
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On constate l’hétérogénéité entre les manuels au sujet des classes qui colorent les
          problèmes proposés. Les problèmes de taux, de simple réunion et de partage inéquitable
          étant ceux que l’on retrouve le plus dans les trois manuels. Alors que Panoram@th a retenu quatre classes dans l’élaboration de
          ses énoncés de mise en égalité, le manuel À vos
            maths! est celui qui propose la plus grande variété de problèmes de mise en
          égalité sans toutefois offrir de second problème ayant une structure semblable.

 4.2.2 Miroir sur les contextes et les cadres en jeu dans les problèmes de mise en
        égalité [image: Retour au plan de l'article]
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Partant de l’idée que les différents cadres et registres de représentation jouent un
          rôle de médiation chez les élèves dans la résolution de problèmes en mathématiques, nous
          avons alors porté notre attention sur la manière de présenter ces problèmes de mise en
          égalité. On a d’abord distingué les énoncés dont le contexte est réaliste ou purement
          mathématique (Cotnoir, 2010). Dans le cas des énoncés dont le contexte est mathématique,
          nous avons classifié les énoncés selon le cadre géométrique ou arithmétique (Douady,
          1986). À la suite du premier codage, on a noté, exclusivement dans le manuel Panoram@‌th, l’exploitation d’un cadre géométrique coloré
          d’un contexte réaliste. Ceci nous a amenées à étendre notre catégorisation pour ainsi
          jumeler les contextes mathématique et réaliste et mettre l’accent sur le cadre géométrique
          en jeu. Le tableau 6 présente des exemples d’énoncés.

[image: Exemples de problèmes selon les contextes réaliste et mathématique] Tableau 6 Exemples de problèmes selon les contextes réaliste et
              mathématique

 [Voir la liste des
            tableaux] 
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Notre catégorisation émergente a aussi conduit à une cinquième catégorie, soit celle
          regroupant des énoncés dont le contexte est réaliste et qui s’appuie sur un phénomène de
          covariation, d’où notre référence au cadre fonctionnel. Tel que le montre le problème à la
          figure 1, l’élève doit établir deux relations où on espère ainsi l’usage de la lettre en
          tant que variable, puis il doit ramener son analyse à un cas particulier, la lettre
          prenant alors le statut d’inconnue. Ce genre de problème était classiquement réservé au
          niveau de la troisième secondaire, notamment dans l’étude des systèmes
          d’équations.

[image: Problème de covariation tiré de Panoram@th, manuel B, vol. 2, p. 22, #14On transvide l’eau de l’aquarium A dans l’aquarium B à une vitesse de 4 L/min. Après combien de temps les deux aquariums contiendront-ils la même quantité d’eau?] Figure 1 Problème de covariation tiré de Panoram@th, manuel B, vol. 2, p. 22, #14

 [Voir la liste des
            figures] On transvide l’eau de l’aquarium A dans l’aquarium B à une vitesse de 4 L/min.
            Après combien de temps les deux aquariums contiendront-ils la même quantité
            d’eau?
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Avant d’exposer la répartition des problèmes de mise en égalité pour chaque manuel,
          résumons ici les cinq catégories:
	Énoncé dont le contexte est réaliste (ou dit extramathématique) et est présenté
              en langage naturel (Réaliste-mots);

	Énoncé dont le contexte est mathématique et issu d’un cadre arithmétique. Il est
              présenté en langage naturel (Arithmétique-mots);

	Énoncé dont le contexte est mathématique ou réaliste et issu d’un cadre
              géométrique. Il est présenté en langage naturel et accompagné d’un dessin
              (Géométrie-dessin);

	Énoncé présenté sous forme de dessin exprimant l’égalité
              (Dessin-égalité);

	Énoncé dont le contexte est réaliste et issu d’un cadre fonctionnel. Il est
              présenté en langage naturel et peut être supporté d’une illustration
              (Fonctionnel-mots).
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La figure 2 permet d’observer la répartition des problèmes selon les précédentes
          catégories pour chaque collection.

[image: Répartition des problèmes de mise en égalité selon les cadres pour trois manuels québécois du premier cycle du secondaire issus de la réforme de 2003] Figure 2 Répartition des problèmes de mise en égalité selon les cadres pour trois manuels
            québécois du premier cycle du secondaire issus de la réforme de 2003

 [Voir la liste des
            figures] 
[image: Des exemples de problèmes de mise en égalité «dessin»] Tableau 7 Des exemples de problèmes de mise en égalité
              «dessin»

 [Voir la liste des
            tableaux] 
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Parmi les énoncés de mise en égalité proposés dans les trois manuels, on constate
          que pour les collections À vos maths! et
            Perspective, plus de 60 % des énoncés de mise
          en égalité sont exprimés en mots et s’articulent autour d’un contexte réaliste (catégorie
          réaliste-mots). Chez Panoram@th, ce pourcentage
          diminue (12,5 %), mais il est contrebalancé par la forte présence de problèmes dont le
          cadre est géométrique et issu d’un contexte réaliste. Parmi les énoncés dont le contexte
          est réaliste, il faut noter, comparativement aux manuels de la précédente décennie, la
          présence d’une nouvelle classe de problèmes, soit celle codée «fonctionnels-mots», pour
          deux des trois collections. Bien que ces problèmes demeurent peu nombreux, leur présence
          doit être considérée par les enseignants pour ainsi demeurer alerte face aux nouveaux
          enjeux proposés à l’élève dans l’appropriation et la modélisation de ces problèmes. La
          place importante des problèmes dont le contexte est réaliste permet en contrepartie de
          constater de la faible place faite aux énoncés dont le contexte est purement mathématique
          dans les énoncés analysés, soit moins de 5 % en moyenne pour nos trois
          collections.
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Les énoncés qui sont présentés sous forme de dessin occupent à eux seuls une part
          importante des problèmes de mise en égalité (entre 19 % et 33 %). Pour les collections
            Panoram@th et Perspective, une représentation de la balance est proposée. L’élève est
          alors amené à rechercher la masse d’objets représentés sur des plateaux en équilibre.
          Alors que chez Perspective, on ne retrouve pas de
          dénotation de l’inconnue à l’aide d’une lettre apposée sur les objets dont la masse est
          cherchée, dans Panoram@th, on constate autant
          d’énoncés sans usage du langage littéral que d’énoncés où la lettre «x» ou même
          l’expression «x/2» apparaissent notées sur les objets. Du côté de la collection À vos maths!, au
          fil de l’évolution des problèmes proposés, la représentation de la balance s’estompe. Les
          énoncés s’appuient tantôt sur une représentation de la balance, tantôt sur une balance ou
          tout autre objet s’y apparentant et qui renvoient à un contexte réaliste puis finalement,
          on propose plutôt une représentation côte à côte.

 4.2.3 Miroir sur la formulation de la relation d’égalité [image: Retour au plan de l'article]
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L’analyse de la structure des énoncés nous a finalement conduites à l’étude de la
          formulation de la relation d’égalité entre expressions et plus précisément aux
          informations sur le lien entre les grandeurs, explicites ou non, qui favorisent la
          traduction de l’énoncé sous forme d’équation. Trois catégories ont été retenues allant
          d’une relation d’égalité explicitement formulée dans l’énoncé à une mise en égalité jugée
          implicite. La première catégorie (niveau 2) réfère à une relation de mise en égalité entre
          expressions qui est explicite dans l’énoncé. Il y a alors usage d’expressions
          langagières telles que «est égal à», «équivaut à», «correspond au double de», lesquelles
          permettent de traduire directement les grandeurs mises en égalité. Duval (1988) en traite
          en termes de congruence [10]. Le passage d’un énoncé du
          discours naturel à une expression écrite symboliquement permet l’obtention d’une équation
          qui est sémantique congruente à la phrase, par traduction mot à mot en suivant la lecture
          de gauche à droite de l’énoncé. L’équation obtenue, pour reprendre les termes de Duval
          (1988), sera référentiellement équivalente à l’énoncé.

35 
La deuxième catégorie (niveau 1) renvoie à une mise en égalité plus ou moins
          implicite. L’énoncé du problème suggère des expressions langagières de comparaison dont la
          considération des écarts entre les grandeurs comparées permettrait une mise en égalité. La
          traduction ne peut donc directement être réalisée par une lecture de l’énoncé de gauche à
          droite comme c’est le cas pour la catégorie précédente. De plus, on ne retrouve aucune
          expression telle que «est égal», «correspond à» qui facilitent la mise en apparence de la
          relation d’égalité à établir.
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La troisième catégorie (niveau 0) regroupe les énoncés de problèmes où aucune
          expression langagière ne permet à l’élève de pointer directement les expressions à mettre
          en égalité. Plusieurs relations de comparaison entre différentes grandeurs peuvent être
          présentes, comme c’est le cas des problèmes de la classe transformation, par exemple. Le
          travail de modélisation oblige alors l’élève à considérer ces différentes relations entre
          les grandeurs inconnues dans une première égalité pour ensuite les réinvestir dans la
          traduction de la seconde égalité dont la résolution permettra la recherche de la solution.
          De manière générale, l’ensemble des problèmes associés au niveau zéro renvoie à la classe
          transformation de grandeurs inconnues dans le temps (p. ex. la comparaison d’âges entre
          des personnes), à la classe taux (p. ex. la comparaison de capacités de récipients ou
          encore d’espaces de stockage de disques durs) ou aux problèmes de partages différents
          d’une même quantité. On ajoute à cela les énoncés qui, bien que peu nombreux, s’appuient
          sur l’étude d’un phénomène de covariation. Il pourrait s’agir, par exemple, de trouver à
          quel moment deux réservoirs ont la même quantité ou encore, deux personnages ont parcouru
          la même distance. Il en revient alors à l’élève de déduire que la résolution du problème
          implique la modélisation par une mise en égalité d’expressions différentes. Le tableau 8
          résume les trois catégories retenues.
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Si l’on se tourne vers les résultats obtenus pour chacune des trois collections, on
          constate que celles-ci proposent toutes une variété d’énoncés de problèmes relativement au
          niveau d’explicitation de la mise en égalité. Comme l’exprime le tableau 8, les trois
          collections privilégient toutes les énoncés où la mise en égalité est clairement énoncée
          (niveau 2). 
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Le survol des guides pédagogiques ne permet pas de dégager clairement l’intention
          didactique associée à l’accroissement du nombre de problèmes de mise en égalité. Les
          solutions proposées incitent à croire que ces choix didactiques sont motivés par le désir
          de favoriser l’expression d’un raisonnement analytique chez l’élève qui sera dominé par le
          recours à la modélisation à l’aide d’équations. Or, la proposition de problèmes dont la
          mise en égalité est implicite (niveau 0) engage l’élève dans une activité de résolution
          qui dépasse largement la reconnaissance du potentiel de l’algèbre comme outil de
          modélisation. L’appropriation de ces problèmes exige effectivement un travail plus grand
          de décodage et de traduction dont l’enseignant qui propose ces problèmes doit être
          conscient.

[image: Des exemples de problèmes de mise en égalité selon le niveau d’explicitation de la mise en égalité] Tableau 8 Des exemples de problèmes de mise en égalité selon le
              niveau d’explicitation de la mise en égalité

 [Voir la liste des
            tableaux] 
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Dans une perspective d’accompagnement de l’élève, on pourrait alors espérer des
          manuels qu’ils proposent une progression de problèmes dont la mise en égalité est d’abord
          explicite dans les énoncés pour ensuite suggérer des problèmes où la relation d’égalité
          doit être dégagée par l’élève. On relève de l’examen de la progression page à page des
          problèmes de mise en égalité proposés dans chaque collection que ce passage de l’explicite
          vers l’implicite n’est pas caractéristique de chacune d’elles.
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Les rédacteurs de la collection À vos
            maths! ont construit une progression où les énoncés de niveau 2 précèdent les
          énoncés de niveau 1 pour ensuite terminer avec des énoncés de niveau 0. La collection
            Panoram@th amorce aussi la proposition de
          problèmes de mise en égalité dont la présentation de l’égalité à établir entre différentes
          expressions est explicite. Comme la précédente collection, les énoncés de niveau 2 sont
          principalement appuyés d’un dessin d’une balance. On y présente ensuite des énoncés de
          niveau 1 qui s’inscrivent principalement dans un cadre géométrique où l’élève est invité à
          comparer le périmètre de figures ou d’objets. Finalement, des énoncés de niveau 0 sont
          proposés pour revenir avec des énoncés de niveau 2. Dans Perspective, la variété semble prônée. On débute certes avec des énoncés
          dont la mise en égalité est explicite, mais contrairement aux deux autres collections, on
          n’insiste pas sur une manière de présenter les problèmes. On propose d’emblée un énoncé
          dont le contexte est réaliste, suivi d’un autre qui puise dans un cadre arithmétique pour
          ensuite proposer une mise en égalité présentée à l’aide d’un dessin. Des énoncés dont la
          mise en égalité est implicite suivent pour revenir à des énoncés de niveau 1 et terminer
          avec des énoncés de niveau 0.

[image: Degré d’explicitation de la mise en égalité dans les énoncés pour trois manuels québécois du premier cycle du secondaire issus de la réforme de 2003] Tableau 9 Degré d’explicitation de la mise en égalité dans les
              énoncés pour trois manuels québécois du premier cycle du secondaire issus de la
              réforme de 2003
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Le mot «kaléidoscope» tire ses origines grecques des expressions kalos, eidos et
            skopein. Lesquelles signifient «beau», «images»
          et «regarder». Ce sont d’abord les enseignants et enseignants collaborant à notre projet
          qui furent les premiers à reconnaître les «beaux» problèmes qui sont ici nommés «mise en
          égalité». Le portrait dégagé pour faire suite au regard porté sur ces problèmes issus de
          collections des deux dernières réformes s’est effectivement révélé attrayant pour les
          résultats qu’il jette sur la nécessaire transformation de l’activité de résolution de
          problèmes des élèves de deuxième secondaire au cours des deux dernières décennies. Ainsi,
          l’analyse des problèmes proposés dans la partie Algèbre de trois collections de manuels québécois approuvés par le ministère
          de l’Éducation nous amène à constater un choix différent entre les manuels des deux
          précédentes réformes. Alors que les problèmes de partage inéquitable sont majoritaires
          dans les manuels de la réforme des années 1990, un mélange de classes se retrouve souvent
          dans un même énoncé pour les manuels d’après la réforme des années 2000. De même, la
          nécessité de proposer des problèmes qui encouragent l’expression d’un raisonnement
          analytique et qui inviteront les élèves à considérer le recours au langage littéral comme
          un moyen efficace de modélisation est probablement ce qui explique l’accroissement
          important du nombre de problèmes de mise en égalité dans les collections de la plus
          récente réforme. Or la résolution de ces problèmes n’est pas simple pour les élèves. Le
          présent article a permis de rendre compte de différentes variables (cadres et classes de
          problèmes en jeu, degré d’explicitation de la mise en égalité) qui influencent la
          complexité de ces problèmes de mise en égalité. Les différentes collections confectionnées
          dans les années 2000 ont toutes choisi de proposer ces problèmes de mise en égalité à
          partir d’énoncés soutenus par des illustrations de comparaison de quantités (voir le
          tableau 7). Ces énoncés offrent l’avantage de permettre à l’élève de dépasser la
          signification du symbole d’égalité comme annonciateur d’un résultat pour ainsi renforcer
          celle de mise en équivalence de quantités pouvant être exprimées différemment. Ces
          problèmes peuvent être résolus sans nécessairement avoir recours au langage littéral, ce
          qui sera plus difficilement le cas pour les autres problèmes de mise en égalité. S’il y a
          harmonie entre les collections par la proposition des problèmes accompagnés de dessins,
          l’étude des classes de problèmes en jeu dans les énoncés proposés ainsi que la prise en
          compte des cadres et contextes forcent au constat de l’inadéquation de l’offre entre les
          manuels, offre qui s’avère variée dans toutes les collections. Les problèmes dont les
          contextes sont purement mathématiques sont dorénavant quasi absents et on observe de
          nouveaux problèmes que nous avons associés au cadre fonctionnel. L’appropriation de ces
          problèmes nécessite plus que de raisonner sur l’indéterminé en acceptant de convertir
          l’énoncé exprimé en langage naturel sous forme d’équation où les symboles prendront le
          statut d’inconnue. Ils impliquent des élèves une appréhension des situations de manière à
          saisir la covariation des phénomènes étudiés. La modélisation de ces situations met
          davantage en évidence le statut de la lettre dite variable, et ce, même si l’élève en
          reviendra à étudier un cas particulier où la lettre reprendra alors le statut
          d’inconnue.
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La pertinence des problèmes de mise en égalité dans les manuels scolaires n’est
          évidemment pas remise en question dans le présent article. Il est plutôt question de
          prendre conscience des différents enjeux pour l’élève et surtout pour l’enseignant dans la
          sélection des problèmes qu’il proposera dans sa classe. Les différentes classes de
          problèmes en jeu, ainsi que le niveau d’explicitation de la mise en égalité sont autant de
          leviers permettant de varier et de complexifier les problèmes proposés aux élèves.
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Au Québec, le plus récent programme de formation encourage les enseignants à varier
          les problèmes proposés aux élèves de manière à alterner entre des situations simples et
          complexes (Gouvernement du Québec, 2006). L’étude de l’apport des manuels de mathématiques
          de la précédente décennie au sujet de l’introduction de l’algèbre avait déjà permis de
          constater la diversité des problèmes offerts relativement aux différentes classes en jeu.
          Le présent article s’est plus particulièrement penché sur les énoncés de problèmes qui
          colorent les manuels issus de la plus récente réforme, les problèmes que nous avons nommés
          de mise en égalité. L’étude de ces problèmes renforce l’importance pour les enseignants de
          reconnaître leur potentiel didactique pour favoriser le développement de raisonnements
          analytiques, tout en mettant en lumière l’importance de porter un regard critique sur les
          différentes variables modulant les différents problèmes proposés.



Bibliographie[image: Retour au plan de l'article]
 Adihou, A., Squalli, H., Saboya, M., Tremblay, M. et Lapointe, A. (2016). Analyse des raisonnements d’élèves en lien avec différentes structures des problèmes de comparaison. Dans Actes du colloque de l’Espace mathématique francophone (EMF 2015), Alger. 
 Antoun, Z. (2012). Analyse des situations d’apprentissage dans le cadre de la résolution de problèmes en algèbre (premier cycle) dans une collection du secondaire. Mémoire de maîtrise inédit. Université du Québec à Montréal, Montréal, Canada. 
 Artigue, M. (2012). Enseignement et apprentissage de l’algèbre. Repéré à: http://educmath.ens-lyon.fr/Educmath/. 
 Barallobres, G. (2009). Caractéristiques des pratiques algébriques dans les manuels scolaires québécois. Petit x, 80, 55-76. 
 Bednarz, N. et Janvier, B. (1994). The emergence and development of algebra in a problem solving context: A problem analysis. In J. P. da Ponte et J. F. Matos (dir.), Proceedings of the 18th International Conference of the Psychology of Mathematics Education, vol. II (p. 64-71). Lisbonne: Université de Lisbonne. 
 Bednarz, N. et Janvier, B. (1996). Emergence and development of Algebra as a problem solving tool: continuities and discontinuities with arithmetic. In N. Bednarz, C. Kieran et L. Lee (dir.), Approaches to Algebra. Perspectives for Research and Teaching (p. 115-136). Dordrecht: Kluwer. 
 Blais, M. et Martineau, S. (2006). L’analyse inductive générale: description d’une démarche visant à donner un sens à des données brutes. Recherches qualitatives, 26(2), 1-18. 
 Cadieux, R., Gendron, I. et Ledoux, A. (2006). Panoram@th. Montréal, QC: Éditions CEC. 
 Clement, J., Narode, R. et Rosnick, P. (1981). Intuitive misconceptions in algebra as a source of math anxiety. Focus on Learning Problems in Mathematics, 3(4), 36-45. 
 Cotnoir, G. (2010). Évolution de l’utilisation des contextes dans les chapitres introductifs à l’algèbre dans les manuels québécois de 1960 à nos jours. Mémoire de maîtrise inédit. Université de Sherbrooke, Sherbrooke, Canada. 
 Coulange, L. (2000). Évolution du passage arithmétique-algèbre dans les manuels et les programmes du xxe siècle: contraintes et espaces de liberté pour les professeurs. Petit x, 57, 61-78. 
 Coupal, M. (2006). À vos maths! Mathématique, 1er cycle du secondaire. Manuel. Montréal, QC: Graficor. 
 Douady, R. (1986). Jeux de cadres et dialectique outil-objet. Recherches en didactique des mathématiques, 7(2), 5-31. 
 Duval, R. (1988). Écarts sémantiques et cohérence mathématique: introduction aux problèmes de congruence. Annales de didactique et de sciences cognitives, 1, 7-25. 
 Duval, R. (1995). Sémiosis et pensée humaine. Registres sémiotiques et apprentissage intellectuels. Berne: Peter Lang. 
 Gouvernement du Québec (1988). Guide pédagogique. Primaire. Mathématique. Résolution de problèmes. Orientation générale. Fascicule K (Document 16-2300-11). Québec, Canada: Gouvernement du Québec. 
 Gouvernement du Québec (2006). Programme de formation de l’école québécoise. Enseignement secondaire, premier cycle, 6 (p. 223-264). Québec, Canada: Gouvernement du Québec. 
 Gouvernement du Québec (2007). Programme de formation de l’école québécoise. Enseignement secondaire, deuxième cycle du secondaire, chapitre 6 (p. 1-146). Québec, Canada: Gouvernement du Québec. 
 Guay, S., Hamel, J. C. et Lemay, S. (2005). Perspective mathématique: 1er cycle du secondaire. Manuel de l’élève. Laval, QC: Éditions Grand Duc-HRW. 
 Guzmán, J., Bednarz, N. et Hitt, F. (2003). A theoretical model of analysis of rate problems in algebra. In N. A. Pateman, B. J. Dougherty et J. Zilliox (dir.), Proceedings of the International Group for the Psychology of Mathematics Education (PME 27). Honolulu, Hawaii, 3 (p. 9-16). 
 Joannert, P., Lauwers, A. et Pelletier, E. (1990). Capacités et compétences des élèves au terme de l’enseignement secondaire général. Construction et validation d’un outil. Phase exploratoire de la recherche. Radioscophie de l’étudiant au terme du cycle supérieur des études secondaires dans l’enseignement secondaire francophone (Rapport de recherche numéro 1). Louvain-la-Neuve: Faculté de psychologie et des sciences de l’éducation, Laboratoire de pédagogie expérimentale. 
 Kaput, J. J. (1998). Transforming algebra from an engine of inequity to an engine of mathematical power by «algebrafying» the K-12 curriculum. In Proceedings of a National Symposium, may 27 and 28, 1997. The Nature and Role of Algebra in the K-14 Curriculum (p. 25-26). Washington, D.C.: National Academy Press. 
 Kieran, C. (2007). Learning and teaching algebra at the middle school through college levels: Building meaning for symbols and their manipulation. In F. K. Lester, Jr. (dir.), Second Handbook of Research on Mathematics Teaching and Learning (p. 707-762). Greenwich: Information Age Publishing. 
 Lajoie, C. et Bednarz, N. (2012). Évolution de la résolution de problèmes en enseignement des mathématiques au Québec: un parcours sur cent ans des programmes et documents pédagogiques. Revue canadienne en enseignement des sciences, de la technologie et des mathématiques, 12(2), 178-213.  DOI:10.1080/14926156.2012.679992
 Lajoie, C. et Bednarz, N. (2014). La notion de situation-problème en mathématiques au début du xxe siècle au Québec: rupture ou continuité? Canadian Journal of Science, Mathematics and Technology Education. Repéré à https://doi.org/10.1080/14926156.2014.993443. 
 Marchand, P. (1998). Résolution de problèmes en algèbre au secondaire: analyse de deux approches et des raisonnements des élèves. Mémoire de maîtrise. Université du Québec à Montréal, Montréal, Canada. 
 Marchand, P. et Bednarz, N. (1999). L’enseignement de l’algèbre au secondaire: une analyse des problèmes présentés aux élèves. Bulletin de l’Association mathématique du Québec, XXXIX(4), 30-42. 
 Marchand, P. et Bednarz, N. (2000). Développement de l’algèbre dans un contexte de résolution de problèmes: résolution des élèves. Bulletin de l’Association mathématique du Québec, XL(4), 15-24. 
 Paige, J. M. et Simon, H. A. (1966). Cognitive processus in solving algebra word problems. In B. Kleinmuntz (dir.), Problem Solving. New York: Wiley. 
 Oliveira, I. et Rhéaume, S. (2014). Comment s’y prennent-ils? La résolution de problèmes de partage inéquitable par des élèves avant enseignement formel de l’algèbre. Canadian Journal of Science, Mathematics and Technology Education, 14(4), 404-423. Repéré à: https://doi.org/10.1080/14926156.2014.958623.  DOI:10.1080/14926156.2014.958623
 Radford, L. (2014). The progressive development of early embodied algebraic thinking. Mathematics Education Research Journal, 26, 257-277.  DOI:10.1007/s13394-013-0087-2
 Saboya, M., Tremblay, M., Adihou, A., Squalli, H., Besançon, V. et Martin, F. (2014). Résolution de problèmes écrits au moment de l’introduction de l’algèbre: analyse de productions d’élèves au premier cycle du secondaire (1re et 2e secondaire). Dans Actes du colloque du Groupe de didactique des mathématiques (GDM 2013) (p. 112-121), Université du Québec en Abitibi-Témiscamingue, Val-d’Or. 
 Savoie-Zajc, L. (2004). La recherche qualitative/interprétative. Dans T. Karsenti et L. Savoie-Zajc (dir.), Introduction à la recherche en éducation (p. 191-218). Montréal, QC: Presses de l’Université de Montréal. 
 Tremblay, M. et Saboya, M. (à paraître). Grille d’analyse de problèmes en algèbre à travers une étude de manuels scolaires issus de la réforme de 2003. Rapport de recherche. 
 Vergnaud, G. (1982). A classification of cognitive tasks and operations of thought involved in addition and subtraction problems. In T. P. Carpenter, J. M. Moser et T. A. Romberg (dir.), Addition and Subtraction: A Cognitive Perspective (p. 39-59). Hillsdale: Lawrence Erlbaum. 
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[1] Les chercheures se sont appuyées sur des extraits de programmes d’études, des
          documents pédagogiques et des articles tirés de périodiques destinés aux enseignants,
          provenant d’époques différentes. Tous ces documents sont issus du Québec.
[2] On entend par raisonnement analytique cette capacité à traiter les quantités
          indéterminées comme si elles étaient connues et opérer sur celles-ci (Radford,
          2014).
[3] Les problèmes soumis aux élèves ont été construits en prenant en considération les
          éléments retenus par Marchand et Bednarz (1999, 2000): trois contextes différents maximum
          exploités; nombres en jeu inférieurs à 500; les énoncés se présentent tous sous la même
          forme: présentation de deux ou trois grandeurs et des relations qu’elles entretiennent
          entre elles, établissement du total, question à la fin qui repose sur la recherche d’une
          des grandeurs. Ces problèmes se traduisent par une équation de la forme ax + c = d où
          a ≠ 0.
[4] Des recherches se sont attardées plus particulièrement aux raisonnements mobilisés
          par les élèves face à ce type de problèmes (voir Adihou, Squalli, Saboya, Tremblay et
          Lapointe, 2016, pour le premier cycle du secondaire; Oliveira et Rhéaume, 2014, pour le
          primaire).
[5] Projet dirigé par Mélanie Tremblay et Mireille Saboya, «Co-construction, mise à
          l’essai, analyse et partage de situations didactiques visant à favoriser le passage
          arithmétique/algèbre», qui fut subventionné par le programme de soutien à la formation
          continue du personnel scolaire du ministère de l’Éducation, du Loisir et du Sport
          (2013-2017).
[6] Dans le cadre de nos travaux, notre codage des énoncés de problèmes a aussi pris en
          compte ces trois éléments. Les résultats pointant plus particulièrement les problèmes de
          taux ne sont pas discutés ici. Nous focalisons plutôt sur les problèmes de mise en égalité
          et rendront compte de la présence de la classe taux s’il y a lieu.
[7] Il faut comprendre ici que bien que cet article n’étudie que les problèmes nommés
          «mises en égalité», ce sont plutôt l’ensemble des énoncés de problèmes des chapitres
          visant l’introduction de l’algèbre au secondaire qui furent étudiés. Les catégories de
          codage exposées renvoient donc à l’ensemble de l’exercice d’analyse.
[8] Il est possible de lire un exemple de problème de mise en égalité de classe taux
          dans le tableau 1.
[9] Ce phénomène a pu être noté exclusivement pour les problèmes formulés dans un cadre
          géométrique. 
[10] Paige et Simon (1966) ainsi que Clement et ses pairs (1981) se sont intéressés aux
          erreurs communes des élèves. Ils traitent de la «translation syntaxique» aussi nommée
            «reversal error» lorsque les élèves procèdent
          par traduction en langage littéral en traitant chaque mot dans l’ordre qu’il apparaît dans
          l’énoncé.
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Résumé
La théorie anthropologique du didactique attribue un rôle déterminant au        questionnement du savoir mathématique et propose comme outil d’analyse l’élaboration de        modèles épistémologiques de référence (MER). Nous présentons un MER du développement de        l’algèbre scolaire qui s’inscrit dans un modèle plus large permettant d’articuler        l’arithmétique, l’algèbre, les nombres relatifs, la modélisation fonctionnelle et le calcul        différentiel. Ce modèle prend comme point de départ les « programmes de calcul » et        considère l’algèbre comme un processus de modélisation structuré en trois étapes. Nous        illustrons sa potentialité pour la création et l’analyse de séquences didactiques dans la        première étape du processus d’algébrisation.
Mots clés : théorie anthropologique du didactique, modèle épistémologique de référence, processus d’algébrisation, programmes de calcul, jeux de mathémagie

Abstract
An epistemological reference model for primary-level algebra        researchThe anthropological theory of the didactic sets out the questioning of mathematical        knowledge as playing a decisive role, and proposes the development of reference        epistemological models (REMs) as an analytical tool. We present a REM of the development of        school algebra that fits into a broader model connecting arithmetic, algebra, relative        numbers, functional modeling and differential calculus. This model takes “calculation        programs” as a starting point, viewing algebra as a structured modeling process in three        stages. We illustrate the potential of this model for creating and analyzing didactic        sequences in the first stage of the algebrization process.
Keywords : algebrization process, anthropological theory of didactics, calculation programs of computation, epistemological reference model, mathemagic games

Resumen
Un modelo epistemológico de referencia para la investigación del álgebra        elementalLa teoría antropológica de lo didáctico atribuye un rol determinante al        cuestionamiento del conocimiento matemático y propone como herramienta de análisis la        elaboración de modelos epistemológicos de referencia (MER). Presentamos un MER del        desarrollo del álgebra escolar que forma parte de un modelo más amplio que permite articular        la aritmética, el álgebra, los números relativos, la modelización funcional y el cálculo        diferencial. Este modelo toma como punto de partida los “programas de cálculo” y considera        el álgebra como un proceso de modelización estructurado en tres etapas. Ilustramos su        potencial para la creación y análisis de secuencias didácticas en el primer paso del proceso        de algebrización.
Palabras clave : teoría antropológica de lo didáctico, modelo epistemológico de referencia, proceso algebraico, programas de cálculo, juegos de matemagia
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 1. Introduction [image: Retour au plan de l'article]
1 
Dans ce travail nous présentons la première phase d’une méthode de recherche qui s’inscrit dans la théorie anthropologique du didactique (TAD) appliquée au problème didactique de l’algèbre élémentaire. Cette méthode part du questionnement de ce que l’on entend par «algèbre élémentaire» et ce que l’on enseigne à ce propos dans l’institution de référence – dans notre cas, l’enseignement secondaire obligatoire en Espagne. Ce questionnement est issu de l’analyse des processus transpositifs qui ont conditionné l’état actuel de l’algèbre scolaire et les conséquences didactiques qui en découlent (Chevallard, 1985b; Chevallard et Bosch, 2012). Il conduit à se demander quel est le modèle épistémologique dominant dans cette institution (Bolea, Bosch et Gascón, 1999, 2001, 2004). Pour répondre à cette question, nous avons été conduits à créer un modèle de l’algèbre construit depuis la recherche, c’est-à-dire un système de référence qui permette de prendre en compte les faits didactiques qui émergent dans l’institution considérée, et de proposer des processus d’étude qui permettent de dépasser certaines des limitations présentes dans les organisations mathématiques scolaires analysées. C’est là le rôle du modèle épistémologique de référence (MER), un instrument d’analyse élaboré pour expliquer ces limitations et mettre en évidence les phénomènes qui en découlent.

2 
En tant que modèle, un MER est nécessairement réducteur de la réalité qu’il vise à étudier. Il est aussi provisoire, car régulièrement soumis à la confrontation avec cette réalité et avec d’autres modèles alternatifs possibles. Sa puissance explicative et productrice – de phénomènes didactiques nouveaux et de séquences didactiques associées – est ce qui en mesure la qualité. Dans le cas de l’algèbre élémentaire, ce MER, que nous décrivons dans les sections qui suivent, permet en particulier de mettre en évidence des obstacles didactiques engendrés par: l’algébrisation abrupte des organisations mathématiques dans la dernière étape de l’enseignement secondaire (Bolea, Bosch et Gascón, 2001); la considération des nombres négatifs comme objets arithmétiques (Cid, 2016); et la désarticulation entre l’algèbre scolaire et la modélisation fonctionnelle (Ruiz-Munzón, 2010).

3 
Les phases suivantes de la méthode de recherche que nous proposons consistent à créer,
          expérimenter et analyser un parcours d’étude et de
            recherche (Chevallard, 2005) qui s’appuie sur ce MER. Ce processus permet de
          mettre à l’épreuve, valider et faire évoluer le MER qui donnera lieu à un développement du
          premier parcours d’étude et de recherche (PER), dans un processus cyclique. L’objectif
          premier de ce travail consiste à décrire la première phase de cette méthode de recherche
          introduite par Ruiz-Munzón (2010) et à poser quelques éléments d’un possible PER pour
          l’introduction de l’algèbre élémentaire.

 2. Recherche en didactique et modèles épistémologiques de référence [image: Retour au plan de l'article]
4 
La mise en évidence des processus de transposition didactique (Chevallard, 1985a) montre que
          les contenus, mathématiques ou autres, qui sont au coeur du questionnement didactique ne
          peuvent pas être pris comme une donnée. Les questions sur la nature et la fonction des
          différents éléments des mathématiques à enseigner constituent, en ce sens, un élément
          incontournable de l’analyse didactique. Qu’est-ce que l’algèbre que l’on enseigne ou que
          l’on est censé enseigner au secondaire? De quoi est-elle faite? À quoi sert-elle?

5 
Les différentes institutions qui participent au processus didactique proposent des réponses
          plus ou moins explicites à ces questions, dans un découpage des mathématiques
          curriculaires qui peut varier selon le pays, le niveau éducatif et la période historique,
          mais qui comporte toutefois des invariants, tout particulièrement dans la dénomination des
          contenus. Il y aura souvent dans l’algèbre scolaire, par exemple, le travail avec des
          expressions alphanumériques (ou expressions algébriques, justement), la factorisation et
          le développement de ces expressions, la résolution d’équations et d’inéquations du premier
          et second degrés à une variable. L’inclusion de paramètres, la manipulation de formules,
          l’interprétation en termes fonctionnels des expressions algébriques sont des éléments plus
          erratiques, ainsi que le lien entre l’algèbre et les nombres entiers, la mesure des
          grandeurs ou la géométrie.

6 
Dans la perspective de la TAD, et devant un problème didactique lié à un certain domaine
          mathématique, le chercheur doit prendre comme objet premier d’étude le modèle
          épistémologique dominant de l’institution dans laquelle il étudie un contenu (comment
          celui-ci est délimité, défini, utilisé, valorisé, etc.), pour éviter de l’assumer de
          manière non critique. Ce modèle est un composant principal du rapport institutionnel au
          domaine étudié et, de ce fait, intervient dans la construction des rapports personnels des
          sujets de l’institution. Ne pas l’assumer comme sien mais, au contraire, se donner des
          outils pour le questionner est un geste fondamental de l’émancipation épistémologique du
          didacticien et de la science didactique (Chevallard, 2007).

7 
D’une manière plus générale, le besoin pour la recherche en didactique d’élaborer ses
          propres découpages et reconstructions du savoir à enseigner constitue ce que nous avons
          appelé les «modèles épistémologiques de référence» (Bosch et Gascón, 2005). Ceux-ci
          permettent d’expliciter la perspective adoptée sur le thème, secteur ou domaine concerné
          dans le processus didactique en question. Ils déterminent, entre autres, l’ampleur du
          champ mathématique dans lequel on situe les problèmes de recherche, les phénomènes qui se
          rendent visibles et les explications provisoires apportées. Les «modèles» doivent
          s’entendre au sens scientifique du terme: ils fonctionnement comme des hypothèses de
          travail, et sont soumis à révision et développements permanents à partir des éléments
          empiriques auxquels on les confronte.

8 
Pour comprendre la nature provisoire des modèles épistémologiques de référence (MER), il faut rappeler que leur fonction n’est pas uniquement de redéfinir un domaine mathématique dans des termes propres à la recherche. Un MER représente aussi une tentative de réponse à des questions de recherche à propos de la structure et de la dynamique du domaine considéré, ainsi que sur les rapports entre ce domaine et d’autres contenus d’enseignement (Gascón, 2014). 

9 
Dans la TAD, les MER se formulent en termes de séquences ou d’arborescences de praxéologies (Bosch et Gascón, 2005). La notion de praxéologie sert de cadre général pour modéliser les activités humaines ainsi que les savoirs et connaissances utilisés et engendrés par ces activités. Les praxéologies sont formés par deux blocs inséparables: la praxis, pratique ou savoir-faire (intégrant des types de tâches et des techniques pour les réaliser) et le logos, théorie ou savoir, qui constitue un discours descriptif, explicatif, justificatif et organisateur de la praxis. Dans les blocs du logos, on distingue un premier niveau de description appelé «technologie» (le logos de la technè) et un second niveau, la «théorie» proprement dite, qui contient les fondements de la technologie. Les praxéologies sont ainsi formées par des types de tâches plus ou moins articulées, des techniques pour les effectuer, des discours technologiques pour décrire, expliquer, engendrer, justifier et organiser les techniques et types de tâches, et des éléments théoriques (notions, principes, hypothèses, croyances, etc.) qui alimentent les technologies et apportent un dernier niveau d’explication et de justification de la praxis et de la technologie. Les praxéologies sont des entités dynamiques: la mise en oeuvre de techniques sous différentes conditions soulève souvent des questions (Peut-on faire autrement?) et engendre de nouveaux besoins techniques et technologiques (Comment faire? Est-ce que cela marche? Pourquoi?), ce qui produit l’émergence de nouvelles tâches problématiques et l’élaboration de nouveaux éléments praxéologiques pour les accomplir. 

10 
Bien que la notion de MER provienne de la TAD, d’autres approches en didactique utilisent des constructions théoriques analogues, même si elles reçoivent d’autres noms ou restent parfois implicites. Un cas bien connu est celui de la notion de situation fondamentale en théorie des situations didactiques (Brousseau, 1998) qui permet de modéliser les connaissances en matière de jeu contre un milieu. Mais on peut citer d’autres exemples, comme la théorie des champs conceptuels qui utilise des triplets de situations, invariants opératoires et signifiants pour décrire les concepts (Vergnaud, 1991); la théorie APOS et la notion de décomposition génétique d’un concept (Dubinsky et McDonald, 2002); la théorie de l’abstraction en contexte et les actions épistémiques RBC+C (recognizing, building, constructing, consolidating) (Dreyfus, Hershkowitz et Schwarz, 2001); etc.

11 
Les modèles épistémologiques de référence construits dans la TAD possèdent des
          caractéristiques particulières. Tout d’abord, les données empiriques utilisées ne
          proviennent pas uniquement du système d’enseignement et de son entourage, mais incluent
          des matériaux des différentes institutions qui participent du processus de transposition
          didactique sur différentes périodes temporelles: l’école et sa noosphère, les
          mathématiques savantes, les disciplines qui interagissent avec les mathématiques, etc. Par
          exemple, dans le cas qui nous occupe, il est très important de prendre en considération
          l’organisation curriculaire antérieure aux mathématiques modernes, où l’algèbre
          constituait l’un des principaux blocs de contenus à enseigner, à côté de l’arithmétique et
          la géométrie.

12 
Une autre caractéristique des MER est qu’ils n’incorporent pas initialement l’idiosynchrasie
          des possibles acteurs des processus didactiques ni des conditions particulières
          d’organiser l’enseignement. Ces aspects y sont intégrés ultérieurement en tant que
          possibles conditions pour la mise en place des processus didactiques. Toutefois, étant
          donné que les modèles se spécifient en termes de praxéologies, ils incluent des activités
          concrètes qui peuvent être regardées comme des raisons d’être du contenu mathématique
          étudié et donc justifier son besoin sous certaines conditions données. D’où le fait qu’ils
          incorporent une certaine notion, non pas de sujet mais de positions de référence relatives
          aux institutions considérées.

13 
Finalement, il est important de noter que les MER construits correspondent à des
          organisations mathématiques relativement larges et interconnectées, afin de pouvoir
          incorporer des raisons d’être non artificielles qui les motivent et les rendent
          fonctionnelles. Ainsi, on ne parlera pas, par exemple, du MER des équations du premier
          degré ou de la distributivité, mais du MER de l’algèbre élémentaire ou de la modélisation
          algébrico-fonctionnelle (Ruiz-Munzón, 2010), ce qui supposera, en outre, l’existence d’un
          MER sur l’arithmétique élémentaire et préconisera un MER sur la modélisation fonctionnelle
          et le calcul différentiel (Fonseca, Gascón et Lucas, 2014). 

 3.  Un modèle épistémologique de référence pour l’algèbre élémentaire [image: Retour au plan de l'article]
14 
Dans le cas de l’algèbre élémentaire, le MER que nous proposons s’appuie sur un grand nombre
          de recherches antérieures dans le cadre de la TAD, qui va des premières études sur la
          transposition didactique, la notion de modélisation et l’écologie des savoirs (Chevallard,
          1985b, 1989, 1990; Assude, 1992; Gascón, 1994-1995, 1999), jusqu’aux développements plus
          récents en matière de praxéologies, objets ostensifs, programmes de calcul, parcours et
          activités d’étude et de recherche (Ruiz-Munzón, 2010; Ruiz-Munzón, Matheron, Bosch
          et Gascón, 2012).

15 
L’algèbre élémentaire y est interprétée comme un processus d’algébrisation de praxéologies
          mathématiques déjà disponibles ou de praxéologies non mathématiques facilement
          mathématisables en termes d’opérations sur des grandeurs numériques ou géométriques
          (Bolea, Bosch et Gascón, 2001). Ce processus d’algébrisation est un outil de modélisation
          qui finit par affecter les praxéologies de tous les secteurs des mathématiques. En ce
          sens, l’algèbre nous apparaît à un niveau différent des autres praxéologies enseignées à
          l’école, comme celles de l’arithmétique, la géométrie ou les statistiques, car elle
          constitue un instrument de modélisation de la plupart des praxéologies mathématiques
          (Bolea, Bosch et Gascón, 1998, 2004). Elle apparaît aussi comme un instrument à la fois
          théorique et pratique, qui élargit la capacité à résoudre des problèmes ainsi que les
          possibilités de questionnement, explication et réorganisation de savoirs déjà élaborés. Un
          exemple éclairant du rôle théorique de l’algèbre serait, par exemple, le fait de définir
          par le biais d’équations simples comme a +
            b = x,
            a + x
          = c et x
          + b = c
          le champ des problèmes additifs à une opération. L’algèbre n’est donc pas uniquement un
          instrument puissant pour aborder des problèmes qui apparaissent dans divers domaines des
          mathématiques scolaires (tout particulièrement, l’arithmétique et la géométrie) et qui
          sont très coûteux ou ne peuvent se résoudre en restant dans ces domaines (niveau de la
            praxis). Elle permet aussi de fournir des
          descriptions des types de problèmes abordés et des techniques utilisées pour les résoudre
          (niveau du logos).

16 
Cette double puissance, à la fois pratique et théorique, c’est ce qui permet de définir
          l’algèbre élémentaire comme une «arithmétique généralisée»: l’algèbre permet d’étudier des
          relations entre objets indépendamment de la nature des objets, ce qui conduit à des
          descriptions et solutions «généralisées» de tout un type de problèmes, au lieu de réponses
          concrètes à des problèmes isolés, comme c’est le cas en arithmétique.

17 
Le processus d’algébrisation peut se réaliser de différentes manières et en différents degrés. Nous avons ainsi défini quatre indicateurs du degré d’algébrisation d’une praxéologie mathématique (Bolea, Bosch et Gascón, 2001) qui correspondent à:
	La possibilité de décrire et manipuler la structure globale des types de
              problèmes abordés; 

	 La possibilité d’«objectiver» ou «thématiser» les techniques mathématiques
              utilisées, afin de mieux les décrire, questionner et développer; 

	L’unification et réduction ostensive des types de problèmes, des techniques et
              des technologies qui tendent à concentrer les outils sémiotiques utilisés dans le
              registre de l’écriture (Bosch et Chevallard, 1999); 

	L’émergence de nouveaux problèmes indépendants des systèmes modélisés. 



18 
Ces niveaux ont été utilisés pour mettre en évidence, en particulier, en quel sens on peut considérer que les mathématiques du collège ne sont que très partiellement algébrisées, alors qu’il se produit une algébrisation abrupte dès qu’on aborde les mathématiques de niveau supérieur (Bolea, Bosch et Gascón, 2001). Les indicateurs du degré d’algébrisation permettent d’identifier des contraintes transpositives mais ne nous semblent pas suffisamment opératoires pour créer, expérimenter et analyser des processus d’introduction de l’algèbre élémentaire. Voilà pourquoi une construction explicite d’un MER alternatif à l’arithmétique généralisée, et cohérente avec ces indicateurs, nous semble nécessaire.

 3.1 Programmes de calcul et première étape du processus d’algébrisation [image: Retour au plan de l'article]
19 
Dans cette perspective, l’introduction de l’algèbre comme instrument de modélisation requiert d’une construction première celle du système que l’on va modéliser. En d’autres termes, il faut un amalgame de praxéologies qui puisse fonctionner comme milieu (au sens de la TSD) et qui soit suffisamment riche pour engendrer, lorsque le processus de modélisation se met en place, les différentes entités essentielles au fonctionnement de l’instrument. Autrement dit, il faut partir d’un système à modéliser que l’on puisse faire varier de manière simple pour que les modèles à construire incluent les différents éléments de la modélisation algébrique: notions d’expression algébrique, d’inconnue, de paramètre; techniques de manipulation des expressions algébriques; différence entre identité, équation, inéquation, et formule; etc.

20 
Dans le modèle que nous proposons, le système de départ est l’ensemble de ce que nous appellerons, à la suite de Chevallard (2002, 2007), des «programmes de calcul» (PC). Un PC est formé par une suite d’opérations avec des quantités ou des nombres pouvant s’effectuer l’une après l’autre et qui finit toujours par un résultat numérique concret. On peut les désigner par l’expression PC(a1, a2... an) où a1, a2... an sont les quantités à opérer (ou «arguments» du PC). Les problèmes traditionnels de l’arithmétique élémentaire se résolvent par le biais de la description verbale ou graphique d’un PC et son effectuation (souvent réalisée en même temps que la verbalisation du PC). L’habitude scolaire est toutefois de réduire les PC à des suites de PC à deux arguments et une opération, le résultat de l’un étant utilisé comme argument du suivant. On peut donc dire, de manière duale, que le système de départ est formé par les problèmes arithmétiques définis comme ceux qui peuvent se résoudre à partir de l’exécution d’un PC.

21 
Un exemple de problème arithmétique, que nous formulerons ici dans sa forme plus simple comme l’exécution directe d’un PC, serait le suivant:
P0: Gabriel pense à un nombre, il lui ajoute 6, divise le
              résultat par 2, ajoute 1 et multiplie le tout par 4. Si le résultat qu’il obtient est
              36, quel est le nombre auquel a pensé Gabriel?



22 
Une possible résolution arithmétique (verbale) du problème serait:
Si à la fin il obtient 36, c’est qu’avant de multiplier par 4 il avait 9, avant
              d’ajouter 1 il avait 8, avant de diviser par 2 il avait 16 et avant d’ajouter 6 il
              avait 10. Donc Gabriel a pensé au nombre 10.



23 
Notons que la technique utilisée ici est basée sur la méthode d’«analyse-synthèse» (Gascón, 1994-1995) qui permet d’obtenir la valeur d’un argument inconnu d’un PC à partir de son résultat final et par le biais des opérations inverses (addition-soustraction, multiplication-division) réalisées en ordre inverse. Nous parlons ici de méthode d’analyse-synthèse au sens de Pappus (cité par Lakatos, 1978, p. 107-108). Les géomètres grecs l’appliquaient pour la construction de figures en partant de la figure à construire En (l’inconnue) et en cherchant une autre figure En – 1 plus accessible à partir des données du problème et telle qu’il existe une transformation géométrique Tn qui transforme En en En – 1. Ce processus d’analyse continue jusqu’à trouver une figure E0 qui peut se construire à partir des données du problème. Lorsque l’analyse est finie, la synthèse consiste à partir de E0 et à appliquer successivement les transformations Ti. Descartes utilisa cette méthode en remplaçant les figures Ei par des nombres et les transformations géométriques Ti par des opérations arithmétiques. D’ailleurs Descartes considérait l’algèbre comme une méthode analytique par excellence au sens de Pappus (Lakatos, 1978-1981, p. 121). 

24 
La praxéologie «arithmétique» où s’inscrit ce type de travail avec les PC atteint des limites à la fois techniques et théoriques, aussi bien pour résoudre des problèmes complexes comme pour justifier un résultat, le généraliser ou le connecter avec celui d’un autre problème. Cela conduit à un élargissement du système initial par des modélisations successives qui donnent lieu à ce que nous appelons «différentes étapes d’algébrisation» (Ruiz-Munzón, 2010; Ruiz-Munzón et al., 2012; Cid, Ruiz-Munzón, Bosch et Gascón, 2016) et que nous décrivons ci-après.

25 
Si nous considérons une première praxéologie S
          engendrée par les problèmes arithmétiques qui se résolvent par l’exécution de PC à
          arguments numériques déterminés, la première étape du processus d’algébrisation a lieu
          lorsqu’il devient nécessaire de considérer un PC comme un tout, et non comme un processus
          décomposé en étapes successives. Pour cela, il faut pouvoir représenter le PC dans son
          ensemble d’une manière suffisamment matérielle (écrite, graphique ou symbolique) pour
          pouvoir le manipuler. Cela ne comporte pas nécessairement l’utilisation de lettres pour
          indiquer les nombres ou grandeurs qui interviennent dans le PC (ses «arguments»); mais
          cela demande toutefois de pouvoir écrire la suite d’opérations sans les effectuer,
          d’expliciter sa structure et de prendre en compte l’ordre et la hiérarchie des opérations
          à effectuer (les «règles des parenthèses»). Il faut aussi pouvoir déterminer si deux PC
          sont ou non équivalents, les simplifier, voire les comparer pour savoir si l’un est
          toujours plus grand ou plus petit qu’un autre. Cette nouvelle pratique engendre le besoin
          de nouvelles techniques pour créer et simplifier des PC et de nouveaux environnements
          théoriques pour les interpréter et les justifier.

26 
 Dans le cas du problème précédent, une possible résolution dans la première étape du
          processus d’algébrisation consisterait à écrire le programme de calcul sans l’effectuer,
          puis le simplifier, par exemple en désignant par n le nombre pensé par Gabriel (ou par un petit carreau ): [(n + 6)/2 + 1]×4. Si on dispose
          de techniques de simplification, on peut alors engendrer des PC équivalents:
[(n + 6)/2 + 1]×4 
[n/2 + 6/2 + 1]×4 
4n/2 + 3×4 + 4
2n + 16

27 
On se ramène ainsi à un PC équivalent plus simple qui permet de conclure que, si le résultat final est 36, 2n + 16 = 36, d’où 2n = 20 et n = 10. 

28 
Notons à cet égard que le choix des valeurs numériques et des opérations constitue des variables didactiques déterminantes des possibles stratégies de résolution. Par exemple, le problème arithmétique P0 (basé sur le PC [(n + 5)/2 – 8]×3) se résout de manière relativement simple en restant dans la praxéologie des problèmes arithmétiques S et en utilisant la technique d’analyse-synthèse. Par contre, il donne lieu à des manipulations écrites complexes lorsque l’on se situe dans la première étape du processus d’algébrisation.

29 
À l’inverse, un problème avec une structure similaire comme:
P1: Gabriel pense à un nombre, il ajoute 20, divise le résultat
              par 5, ajoute 2, multiplie le tout par 3 et soustrait la moitié du nombre pensé. Si à
              la fin il obtient 24, à quel nombre a pensé Gabriel?



30 
Dans ce problème, la technique «inverse»
          (d’analyse-synthèse) échoue. Nous considérons alors qu’il se situe dans la première étape
          du processus d’algébrisation car, pour le résoudre, il faut considérer et pouvoir
          manipuler le PC comme un tout. Par exemple, on peut le simplifier jusqu’à obtenir un PC
          équivalent pouvant se résoudre par analyse-synthèse:
[(n + 20)/5 + 2] × 3 – n/2
[(n + 20 +10)/5] × 3 – n/2
(3n + 90)/5 – n/2
3n/5 + 18 – n/2
n/10 + 18
À partir de ce point, par le biais de la technique inverse et sachant que le
              résultat final est 24, on arrive à la solution n = 60.


31 
Le problème peut aussi se résoudre par essais ou, plus précisément, par «tâtonnements [1]»:
On essaie plusieurs solutions possibles (par exemple 0, 10, 20) et on considère
              l’écart entre la valeur cible (24) et la valeur trouvée (6, 5, 4 respectivement). Une
              petite induction pousse à choisir la valeur 60 (pour avoir un écart nul), la
              vérification du calcul confirme que 60 est le nombre cherché.



32 
 Cette dernière solution peut aussi se considérer dans la première étape du processus d’algébrisation – ou dans la transition entre les deux – dans la mesure où l’on ne se limite pas à exéctuer des PC mais à les étudier, au sens de chercher un lien entre les arguments du PC et les résultats obtenus.

33 
 Remarquons que, dans la première étape du processus d’algébrisation, l’environnement technologico-théorique s’élargit et le sens des ostensifs utilisés pour désigner les opérations et les égalités entre PC se voit modifié. Pour justifier la nouvelle pratique mathématique, les propriétés des opérations entre nombres ou grandeurs et les hiérarchies opératoires ne suffisent plus. Comme le montre Cid (2016), ce travail dans la première étape permet aussi d’engendrer des situations suffisamment riches pour l’introduction des nombres relatifs, en modifiant ainsi radicalement non seulement le champ numérique dans lequel on travaille mais encore la notion même de nombre – qui devient, désormais, inséparable de son rôle comme opérateur numérique.

34 
Remarquons aussi que cet exemple, qui se situe dans la première étape du processus d’algébrisation, correspond à ce que l’on peut appeler le cas linéaire, puisque sa structure est donnée par un PC dont la forme simplifiée – que nous appellerons «forme canonique» – est du type an + b (dans notre cas, n/10 + 18). C’est aussi cette linéarité qui permet à la technique par «tâtonnements réfléchis» de réussir. Bien que les PC qui structurent les problèmes de cette première étape ne sont pas linéaires, nous nous limiterons ici à ce cas. 

 3.2 La deuxième étape du processus d’algébrisation [image: Retour au plan de l'article]
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Le passage à la seconde étape d’algébrisation apparaît lorsque les techniques de
          simplification et les équivalences entre PC ne suffisent pas pour résoudre des problèmes,
          par exemple lorsque les données à modéliser et les inconnues du problème apparaissent
          comme des relations entre quantités. Dans ces cas, les techniques de manipulation de PC
          deviennent plus complexes et incluent la manipulation d’équations (ou égalités entre PC).
          Entre la fin de la première étape et le début de la seconde, les PC doivent pouvoir être
          symbolisés, ainsi que leur identité et égalité.
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Considérons par exemple le problème suivant:
P2: Eva a acheté des assiettes et des verres. Elle rentre avec
              20 assiettes et 90 verres. Bernard est allé au même magasin et est rentré avec
              40 assiettes et 60 verres du même modèle et aux mêmes prix. S’ils ont dépensé le même
              montant, combien coûtent les verres et les assiettes?



37 
Ce problème peut se traduire en une égalité entre deux PC (20a + 90v = 40a + 60v où a désigne le prix des assiettes et v celui des verres) pour obtenir comme résultat final la relation a = (3/2)v, qui indique que le prix des assiettes doit être 1,5 fois le prix des verres. 
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Notons ici que ce problème donne lieu à une équation à deux inconnues (ou une inconnue et un paramètre). On peut concevoir des variantes qui se résolvent par des équations à une inconnue (par exemple si l’on assume que la dépense totale de chacun est de 38 €). Notons aussi que la relation entre a et v obtenue permet de poser de nouvelles questions de type technologico-théorique: on peut se demander, par exemple, dans quel cas le prix des assiettes sera égal au prix des verres ou bien si on peut trouver une combinaison d’assiettes et verres pour n’importe quel rapport entre les prix des deux articles.
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Pour ce qui est des nouveaux objets mathématiques qui émergent dans cette deuxième étape, on voit apparaître ici des techniques algébriques du calcul équationnel, ce qui modifie profondément l’usage du signe «=» qui passe à signifier une égalité conditionnelle entre deux PC (valable uniquement pour un certain ensemble de valeurs des arguments, qui peut être éventuellement vide). 
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Aujourd’hui, dans de nombreux pays, l’algèbre scolaire se situe presque entièrement dans une
          sous-partie de cette seconde étape du processus d’algébrisation, avec un passage très
          rapide et partiel par la première étape, uniquement pour introduire les expressions
          algébriques et les techniques de simplification et développement (souvent réalisées à
          vide, sans aucun contexte de modélisation). Le travail dans la deuxième étape est aussi
          très partiel, car il se limite presque à la résolution de problèmes par des équations à
          une inconnue. En outre, il ne contient pas habituellement le travail avec paramètres, ce
          qui réduit énormément les possibilités de modélisation des techniques et problèmes
          arithmétiques réalisés auparavant. En particulier, l’utilisation de la modélisation
          algébrique comme outil théorique, pour décrire, expliquer et justifier ce que l’on fait,
          reste très partielle, sinon inexistante.

 3.3 La troisième étape du processus d’algébrisation [image: Retour au plan de l'article]
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La troisième étape du processus d’algébrisation apparaît lorsque disparaît la distinction entre inconnues et paramètres pour donner lieu à une praxéologie centrée sur la production, transformation et interprétation de formules. Cette étape n’est pas très présente dans l’enseignement actuel en Espagne, même si elle apparaît sous une forme faible dans d’autres disciplines (comme la physique, la chimie ou l’économie). Aujourd’hui, au moins en Espagne, l’utilisation des techniques algébriques pour manipuler des formules est très peu diffusée au-delà de l’étude des cas généraux des équations linéaires et quadratiques. Or, elle joue un rôle essentiel dans la transition vers la modélisation fonctionnelle et le calcul différentiel, transition qui se produit dans une forme très abrupte dans l’enseignement secondaire, tout spécialement lors du passage au lycée. De plus, les mathématiques du secondaire n’incluent pas la manipulation systématique de la structure des problèmes abordés, ce qui apparaît dans le fait que les lettres utilisées dans les expressions algébriques ne jouent que le rôle d’inconnues (dans les équations et inéquations) ou variables (dans les fonctions). On peut toutefois montrer en quel sens l’omission de paramètres – c’est-à-dire l’utilisation de lettres pour désigner les quantités «connues» aussi bien que les «inconnues» – peut limiter le développement d’outils algébriques de modélisation et constitue une claire dénaturalisation de l’art algébrique (Chevallard et Bosch, 2012).
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Un exemple de problème dans ce troisième niveau serait le suivant:
P3: Un groupe d’amis va au restaurant. Au moment de payer
              l’addition, ils décident de la partager équitablement, mais un certain nombre d’entre
              eux n’ont pas apporté d’argent. Combien devront payer les autres en plus?
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Si N est le nombre d’amis, n celui de ceux qui n’ont pas d’argent, p le prix du menu et e l’excès ou quantité à payer en plus par chacun. L’addition totale est pN, les amis «payants» devront payer chacun pN/(N – n). L’excès est e = pN/(N – n) – p qui, simplifiée, donne e = np/(N – n). 
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C’est dans cette troisième étape que l’on trouve les formules et où culmine la modélisation algébrique élémentaire de systèmes mathématiques et extramathématiques. Cette activité mathématique constitue la raison d’être, en remplacement de l’officielle (au moins en Espagne), que le MER proposé assigne à l’algèbre scolaire.

45 
Bien sûr, le travail de manipulation algébrique de formules présente des limitations, tout particulièrement lorsque l’on veut comparer des PC à plusieurs arguments. Le passage à la modélisation fonctionnelle apparaît alors comme une ressource possible et permet d’articuler le travail algébrique avec l’étude de familles de fonctions. On aura pu inclure, déjà dans les étapes antérieures, la représentation graphique des PC dans le système de coordonnées euclidien, et aborder la question du choix des variables indépendantes et dépendantes, ainsi que la possibilité de modifier et inverser ce choix. Nous arrêterons ici la description du MER, qui apparaît avec plus de détails dans Ruiz-Munzón et al. (2012) et, pour son dernier développement vers le calcul différentiel élémentaire, dans Fonseca, Gascón et Lucas (2014). 

 3.4 Le MER et ses potentialités [image: Retour au plan de l'article]
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L’effort pour rendre explicite un modèle épistémologique de référence pour l’algèbre
          élémentaire revêt différents rôles. Il peut être utilisé comme un outil descriptif pour
          analyser les types de praxéologies algébriques qui sont enseignées et étudier leur
          écologie (conditions d’existence et contraintes à leur développement). Par exemple,
          lorsque l’on considère quels aspects de l’algèbre élémentaire ne sont pas enseignés et que
          l’on enquête sur les possibles raisons de leur absence, aussi bien que la nature et
          origine de ses raisons (Chevallard et Bosch, 2012).
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Lorsqu’on l’utilise comme outil heuristique pour rendre visibles certains phénomènes
          didactiques, le MER sur l’algèbre élémentaire permet de mettre en évidence le caractère
          préalgébrique de la mathématique scolaire et l’identification de l’algèbre élémentaire
          comme une généralisation très partielle de l’arithmétique (Gascón, 1994-1995;
            Bolea et al., 2004; Ruiz-Munzón, 2010). Plus
          concrètement, on a montré deux phénomènes distincts d’évitement de l’algèbre, le premier
          dans le cas de la proportionnalité qui apparaît comme un objet isolé aussi bien du travail
          algébrique que de la modélisation fonctionnelle (Bolea et al., 2001; García, 2005); le second dans le cas de l’introduction des
          nombres négatifs, qui se fait souvent dans le contexte de la mesure de grandeurs où ils ne
          sont pas nécessaires, au lieu d’être introduits dans le contexte algébrique qui leur a
          donné naissance historiquement (Cid et Bolea, 2011).
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En outre, le MER constitue aussi un outil productif pour mettre en rapport différentes
          perspectives théoriques à propos de l’algèbre élémentaire, en permettant tout
          particulièrement d’expliciter les hypothèses ou fondements d’autres approches et son lien
          avec celle de la TAD (Ruiz-Munzón, Bosch et Gascón, 2013).
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Finalement, le MER permet de créer et d’expérimenter de nouvelles propositions
          d’enseignement (ingénieries) pour mieux connaître les possibilités de modification de
          l’écologie du système scolaire actuel. En ce sens, le MER présenté est à la base d’un
          certain nombre d’ingénieries sur l’utilisation des PC pour introduire les nombres négatifs
          au collège et sur le passage de la modélisation algébrique à la modélisation
          algébrico-fonctionnelle (Ruiz-Munzón et al.,
          2012; Cid et Bolea, 2011; Cid et al., 2016; Cid,
          2016).

 4.  L’introduction de l’outil algébrique à partir de jeux de «mathémagie» [image: Retour au plan de l'article]
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Les éléments que nous présentons ici proviennent d’une expérimenation menée avec des élèves du secondaire (13-14 et 14-15 ans) pendant les années scolaires 2006-2007, 2007-2008 et 2008-2009 dans deux collèges de Barcelone. Le but des ingénieries était d’initier les élèves à l’utilisation de l’outil algébrique en partant du travail d’exécution de PC dans le cas d’un type de problèmes arithmétiques simple – les jeux de mathémagie – afin de mener les élèves dans les différentes étapes du processus d’algébrisation. Du point de vue de la recherche, ces ingénieries avaient aussi pour objectif d’explorer les différents éléments du MER presenté afin d’en mesurer la viabilité dans le système éducatif espagnol, sa mise en place par des professeurs non spécialistes en didactique et les modifications que pouvait entraîner l’usage d’une calculette symbolique.
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Le système mathématique S que nous avons pris comme point de départ est l’ensemble des PC qui, une fois simplifiés, peuvent s’exprimer sous la forme canonique d’un PC linéaire: an + b avec n ∈ N et a, b ∈ Q. Nous avons déjà indiqué que le recours non formel à l’outil algébrique demande de se situer dans la première étape du processus d’algébrisation. Or, le passage du travail arithmétique à cette première étape n’est ni immédiat ni spontané. Pour cela, S constitue un point de départ suffisamment riche pour développer au départ un travail «arithmétique» d’exécution de PC d’une manière relativement économique et faire surgir des limitations qui motivent le passage à la première puis à la deuxième étape du processus d’algébrisation.

52 
Nous considérons un système S formé par un certain type de «jeux de mathémagie» basés dans l’exécution d’un PC par un «magicien» (en l’espèce, le professeur ou l’un des élèves de la classe), le but étant de deviner l’astuce employée et l’utiliser pour créer de nouveaux jeux. Il existe deux modalités principales de jeux. Une fois que l’on a pensé à un nombre et executé le PC dicté par le magicien, dans la première modalité le magicien devinera le nombre pensé; dans la seconde, il lui faudra connaître le résultat obtenu avant de deviner le nombre pensé.
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Dans les deux modalités, pour expliquer le tour du magicien il faut répondre à des questions technologiques qui requièrent la construction et le travail dans un modèle algébrique – plus ou moins algébrisé selon le cas – des PC considérés, ce qui inclut au moins la première étape du processus d’algébrisation. Les jeux de magie proposés peuvent être simples, comme celui présenté dans la section 3.1, et aller jusqu’à des cas plus complexes comme le suivant, qui requiert une modélisation de l’écriture des nombres dans le système décimal:
On demande à une personne (de 10 ans ou plus) d’écrire son âge sur un bout de
              papier. En dessous il faut écrire le nombre magique 90, puis additionner les deux
              nombres. Du résultat obtenu, il faut barrer le dernier chiffre à gauche et le
              transporter en dessous du dernier nombre écrit. Finalement on additionne ces deux
              nombres. Lorsque l’on presente au magicien le résultat final, celui-ci déduira
              immédiatement l’âge de la personne. (Son tour consiste tout simplement à ajouter 9 au
              résultat.)



 4.1 La simplification comme technique explicative [image: Retour au plan de l'article]
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Les ingénieries qui ont été expérimentées partaient d’un ensemble de jeux simples où se combinent les deux modalités: le magicien devine le résultat indépendamment du nombre pensé ou il devine le nombre pensé une fois qu’il connaît le résultat:
(J1) Au nombre pensé, soustraire 10, multiplier par 10, ajouter 100 et diviser
              par 10. [Le résultat est le nombre pensé: ((n – 10)·10 + 100)/10 = (10n – 100
              + 100)/10 = n.]

(J2) Au nombre pensé, ajouter 2 000, diviser par 10, soustraire 200 et multiplier
              le tout par 20. [Le résultat est le double du nombre pensé: ((n + 2 000)/10 – 200)·20 = (n/10 + 200 – 200)·20 = 2n.]

(J3) Multiplier le nombre pensé par 2, ajouter 10, soustraire 8 et diviser par 2.
              [Le résultat est n + 1.]

(J4) Au nombre pensé, ajouter son double, ajouter 75, diviser le résultat par 3
              et soustraire le nombre pensé. [Le résultat est 25.]

(J5) Multiplier le nombre pensé par 4, ajouter 684 au résultat, diviser par 2 et
              soustraire le double du nombre pensé. [Le résultat est 342.]
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Remarquons que les trois premiers cas peuvent se résoudre par le biais de techniques arithmétiques de type analyse-synthèse (en restant dans S) par l’inversion des opérations, alors que les deux derniers requièrent de passer à la première étape du processus d’algébrisation, soit d’avoir un modèle du PC qui permette de le manipuler comme un tout. Dans tous les cas, pour découvrir le tour de magie il faut manipuler le PC à travers la simplification, qui devient par là un outil explicatif, mettant en relief la fonction technologique de l’algèbre, plus que sa puissance technique.
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Le besoin d’assigner un symbole à l’argument du PC (le «nombre pensé») apparaît lorsque la séquence des opérations requiert un processus de simplification assez long. Dans ce cas la simplification verbale devient une technique coûteuse, peu économique et dans certains cas presque impraticable. Par exemple, le jeu suivant qui est une version modifiée de J4 (on divise d’abord par 3 et ajoute 75 après) permettrait un travail dans S à partir d’une résolution verbale du type:
Un nombre plus son double donne le triple du nombre. En divisant par 3 on obtient
              le nombre de départ. Si on soustrait celui-ci il ne reste plus rien, donc en ajoutant
              75 on obtient 75.
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Ainsi, un simple changement dans l’ordre des opérations du PC peut suffire à limiter fortement cette technique.
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Une fois que les élèves sont entrés en contact avec les PC et ont appris à les écrire puis les simplifier pour des cas relativement simples du type PC(n) ≡ b (une constante), PC(n) ≡ n (le nombre pensé), PC(n) ≡ 2n (le double du nombre pensé) ou PC(n) ≡ n + 1 (le consécutif du nombre pensé), on a demandé aux élèves d’aborder un nouveau type de tâches qui consiste à inventer de nouveaux tours et à les dicter à leurs camarades. Ce type de tâches permet d’institutionnaliser la technique de simplification utilisée pour expliquer les tours antérieurs et qui apparaît ici comme une technique productrice de nouveaux jeux. 

59 
Ainsi, par exemple, les élèves partent de jeux très simples du type n + 15 – n pour deviner le résultat 15 et, petit à petit, ils les compliquent pour obtenir des cas plus complexes comme ((n – 10)·10 + 100)/10 ou ((n + 2(n + 1)) – 2)/3, qui donnent tous les deux le nombre pensé. Bien sûr, ce travail demande aussi une certaine maîtrise de la technique de verbalisation des PC pour pouvoir dicter les jeux à d’autres.

 4.2 Premières limitations de la technique d’analyse-synthèse [image: Retour au plan de l'article]
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Le parcours d’étude continue par l’introduction de nouveaux jeux de la seconde modalité
          (déduire le nombre pensé à partir du résultat du PC) dans des cas où le nombre pensé
          apparaît aussi comme terme à ajouter ou soustraire, voire à multiplier ou diviser. De
          cette manière, la technique d’analyse-synthèse doit se compléter avec des simplifications
          préalables, ce qui situe le travail pleinement dans le premier niveau d’algébrisation. En
          voici quelques exemples:
(J6) Si on soustrait 1 au nombre pensé, on multiplie le résultat par 3, on ajoute
              le nombre pensé, on ajoute 3 et on divise le tout par 4, on obtient 13. Devine le
              nombre pensé! [((n – 1)·3 + n + 3)/4 = n, et n = 13]

(J7) Si au nombre pensé on ajoute son consécutif, au résultat on ajoute le triple
              du nombre pensé, au tout on ajoute le consécutif du nombre pensé et au résultat on
              ajoute 6, on obtient 1 544. Devine le nombre pensé! [(n + (n + 1) + 3n + (n + 1) + 6 = 6n + 8]

(J8) Si au quatruple du nombre pensé on ajoute 60, au résultat on ajoute le
              double du nombre pensé, on divise le tout par 6 et on soustrait le nombre pensé, on
              obtient 10. Devine le nombre pensé! [(4n + 60
              + 2n)/6 – n = 10]
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Les élèves peuvent exécuter les PC dans quelques cas concrets et essayer de deviner le tour de magie, mais la technique est peu économique et risque de ne pas mener à la solution. On peut alors combiner la technique inverse (analyse-synthèse) et celle de simplification, que l’on peut considérer comme les germes des techniques équationnelles. On peut aussi élargir le domaine des nombres pensés aux rationnels (si les calculs intermédiaires ne donnent pas des divisions exactes) et poser la question de savoir dans quels cas on peut ou pas deviner le nombre pensé. Les cas examinés permettent donc de faire surgir un questionnement technologique sur les conditions d’existence d’une solution, le rang possible des arguments des PC, les relations entre paramètres et inconnues, etc.

 4.3 Comparer deux PC: introduction à l’usage fonctionnel du calcul
        équationnel [image: Retour au plan de l'article]
62 
La réalisation et la production de jeux de magie conduisent assez vite au problème de déterminer si deux PC sont équivalents dans un certain domaine (P(n) ≡ Q(n)) ou coincident seulement pour certaines valeurs de n (P(n0) = Q(n0) pour un certain n0). Le problème surgit généralement de manière spontanée lorsqu’un élève propose un jeu de la premiere modalité qui ne vaut que pour le nombre qu’il a pensé, par exemple en prétendant que (2n + 5n + 20)/5 ≡ 11 alors que l’égalité n’est vraie que pour le cas n = 5. Il peut aussi être provoqué, par exemple en donnant aux élèves une suite d’opérations (ajouter 8, diviser par 2, soustraire 4 et multiplier par 6) et demander tous les différents jeux que l’on peut concevoir en modifiant l’ordre de ces opérations. Ce type de problème mène à parler de l’expression «simplifiée» (ou «canonique») d’un PC.
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Pour savoir si deux PC sont équivalents, il ne suffit pas de vérifier certains cas particuliers. Si nous nous limitons au cas de deux PC qui peuvent se simplifier pour donner lieu à une forme canonique élémentaire de type an + b, alors le travail peut se réaliser en comparant les deux expressions canoniques obtenues, en restant dans le premier niveau d’algébrisation. Or, dans le cas où les deux PC ne sont pas équivalents, la simplification séparée des deux PC ne suffit pas à déterminer les valeurs où ils coincident – et il en va de même évidemment si les PC ne correspondent pas à des formes canoniques linéaires. Il faudra alors passer au deuxième niveau d’algébrisation, soit d’entrer dans la manipulation d’égalités entre PC et l’utilisation de techniques graphiques (représentation des PC dans un repère cartésien) ou du calcul équationnel. Ces techniques vont à nouveau modifier l’usage et interprétation des signes, en particulier du signe «=» qui était conçu jusque-là comme indiquant le résultat d’exécuter un PC et qui va passer à représenter un certain type d’équivalence entre deux PC. 

64 
Nous ne développerons pas davantage la suite du processus d’étude, qui peut prendre différents chemins. Une possible suite consisterait à partir de la comparaison de deux PC «linéaires» et à utiliser la représentation graphique des PC pour avancer vers l’étude de certaines fonctions simples et d’inégalités algébriques. On peut aussi aborder l’étude des règles de divisibilité des nombres pour les cas des jeux qui demandent de manipuler les chiffres du nombre pensé (n = 100a + 10b + c, par exemple). Ces activités peuvent préparer le passage à la troisième étape d’algébrisation qui, dans tous les cas, supposera un changement radical du travail mathématique des élèves et une porte d’entrée vers la modélisation algébrico-fonctionnelle (Ruiz-Munzón et al., 2012).
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Nous avons montré, en prenant comme exemple un ensemble de problèmes arithmétiques
          élémentaires comme les jeux de magie, comment peuvent se matérialiser les différentes
          étapes du processus d’algébrisation et quelles sont les questions qui engendrent et
          guident les processus d’étude basés sur le MER proposé. Nous n’avons pas abordé la
          panoplie d’activités possibles et d’itinéraires différents que l’on peut concevoir, mais
          nous croyons avoir montré la richesse génératrice des PC pour créer des cas différents
          menant à des questionnements divers. Dans tous les cas, la raison d’être des successives
          étapes du processus d’algébrisation surgit du besoin de répondre à des questions qui ne
          peuvent s’aborder complètement dans l’étape précédente.
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Le travail d’ingénierie n’a été qu’entamé lors des études exploratoires présentées dans
          Ruiz-Munzón (2010). L’organisation didactique des activités reste encore un problème
          ouvert, qui inclut non seulement le travail au niveau du contrat didactique (rôles dévoués
          au professeur et aux élèves, progressions et modifications apportées aux jeux, motivations
          des différents cas considérés, etc.) mais encore un développement des éléments
          technologico-théoriques – en particulier les ostensifs langagiers – qui permettent
          d’outiller le travail réalisé avec les PC et de l’articuler avec les organisations
          mathématiques plus traditionnelles autour des expressions algébriques, les équations, les
          inéquations et les fonctions élémentaires. En outre, les PC mentionnés ici n’incluent que
          des nombres abstraits comme argument, sans aborder le travail avec des grandeurs et la
          manière de les inclure dans le traitement des expressions algébriques.

 5. En conclusion: la délimitation du MER [image: Retour au plan de l'article]
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Nous finirons en montrant le potentiel de l’introduction de l’algèbre comme point de départ d’un processus d’algébrisation et en formulant une question que nous laisserons ouverte.

68 
Nous avons présenté ici la première partie d’un modèle épistémologique de référence (MER) sur l’algèbre élémentaire, en mettant l’accent sur sa première étape. Une caractéristique importante du MER présenté est qu’il inscrit l’introduction de l’algèbre dans un cadre plus large englobant tout le processus d’algébrisation qui démarre avec l’exécution de programmes de calcul (PC) dès l’enseignement primaire.
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Ce MER peut être considéré comme un postulat qui permet d’apporter des réponses à certains
          phénomènes problématiques dans l’organisation scolaire de l’algèbre. En premier lieu,
          comme le montrent les travaux de Cid (2016), ce même MER permet d’aborder la construction
          des nombres relatifs dans un contexte algébrique, ce qui conduit à mettre en évidence des
          limitations dans le travail arithmétique préalable réalisé par les élèves et, en
          particulier, permet de donner du sens à la règle des signes dans le produit de deux
          entiers. En deuxième lieu, les étapes successives qui structurent le MER rendent possible
          une algébrisation progressive de l’activité mathématique qui permet de dépasser le
          phénomène de l’algébrisation abrupte des mathématiques scolaires, et les difficultés que
          celle-ci pose à un grand nombre d’élèves dans un moment clé de leur cursus scolaire.
          Finalement, le MER se développe vers le travail avec des formules et s’enchaîne avec la
          modélisation algébrico-fonctionnelle (Ruiz-Munzón et al., 2012) et le calcul différentiel élémentaire (Fonseca, Gascón et
          Lucas, 2014).
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La question que nous voulons soulever a trait justement à cette délimitation du MER,
          c’est-à-dire à la reconstruction des différents domaines mathématiques que celui-ci
          réalise et aux relations qu’il établit entre eux. Ce questionnement de la délimitation du
          MER est en rapport avec les travaux sur l’Early
            Algebra quand ils questionnent une partie de l’organisation mathématique
          curriculaire qui, avant la réforme des mathématiques modernes, situait l’arithmétique au
          coeur des mathématiques du primaire et reléguait l’algèbre à l’entrée de l’enseignement
          secondaire (souvent non obligatoire). Les mathématiques enseignées portent ainsi la marque
          de la raison sociale des étapes éducatives dans laquelle elles s’inscrivent: les
          mathématiques pour tous ou les mathématiques comme préparation aux études avancées. Il
          semble en conséquence nécessaire d’élaborer des modèles épistémologiques assez vastes pour
          pouvoir appréhender ce type de questions – en situant l’algèbre en articulation avec les
          autres domaines des mathématiques enseignées – mais suffisamment concrets pour qu’ils
          permettent de préciser et d’engendrer les activités mathématiques qui les constituent –
          avec leur ancrage institutionnel particulier. Cela nous paraît une question à la fois
          difficile et incontournable.
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Résumé
L’éducation inclusive, qui préconise la scolarisation dans un cadre le plus normal        possible, s’impose comme la voie privilégiée pour favoriser la réussite éducative de tous        les élèves. Malgré les conditions suggérées pour soutenir celle-ci, l’expérience scolaire        des élèves présentant des difficultés comportementales reste difficile. Est-il possible que        ces conditions ne tiennent pas compte du point de vue des élèves? La méthode de recension        des écrits (n = 42 études: 31 qualitatives, 2 quantitatives, 7 mixtes,        2 recensions) a permis de répondre à l’objectif d’identifier les conditions qui soutiennent        ou freinent la scolarisation en classe ordinaire selon les élèves présentant des difficultés        comportementales. Dans les deux cas, la relation avec l’enseignant s’avère la condition la        plus souvent mentionnée. Les résultats sont discutés à la lumière des caractéristiques        méthodologiques des ouvrages pour orienter les futures études.
Mots clés : éducation inclusive, classe ordinaire, difficultés comportementales, recension des écrits, perception des élèves

Abstract
What are the perceptions of students with behavioural difficulties        regarding the conditions influencing their education in regular classes?Inclusive education, which advocates for schooling in the most normal setting        possible, stands as the preferred way to promote the educational success of all students.        Yet in spite of the conditions suggested to support inclusive education, students with        behavioural difficulties continue to struggle in their educational experience. Is it        possible that these conditions fail to take the students' point of view into account? A        literature review method (n = 42 studies: 31 qualitative, 2 quantitative, 7 mixed,        2 reviews) was conducted to pinpoint the conditions that support or hinder regular classroom        schooling, according to students exhibiting behavioural difficulties. In both cases, the        most frequently mentioned condition was students’ relationship with their teacher. The        results are discussed in light of the studies’ methodological characteristics, with a view        to guiding future studies.
Keywords : inclusive education, regular class, behavioural difficulties, literature review, student perception

Resumen
¿Cuáles son las percepciones de los estudiantes con dificultades de        comportamiento respecto a las condiciones que influyen su escolarización en una clase        regular?La educación inclusiva, que preconiza la escolarización en un entorno lo más normal        posible, se destaca como la forma preferida de promover el éxito educativo de todos los        alumnos. A pesar de las condiciones sugeridas para apoyarla, la experiencia educativa de los        alumnos con dificultades de comportamiento sigue siendo difícil. ¿Es posible que estas        condiciones no tengan en cuenta el punto de vista de los alumnos? El método de revisión de        la literatura (n = 42 estudios: 31 cualitativos, 2 cuantitativos, 7 mixtos,        2 recensiones) permitió alcanzar el objetivo de identificar las condiciones que según los        estudiantes que presentan dificultades de comportamiento, apoyan u obstaculizan la        escolarización en un aula regular. En ambos casos, la relación con el docente resulta ser la        condición más frecuentemente mencionada. Los resultados se discuten a la luz de las        características metodológicas de los trabajos para guiar futuros estudios.
Palabras clave : educación inclusiva, clase regular, dificultades comportamentales, recensión de escritos, percepción de los alumnos
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1 
Malgré une volonté de plus en plus affirmée envers l’éducation inclusive comme moyen
          d’accompagner tous les élèves dans leur réussite éducative, la scolarisation en classe
          ordinaire des élèves présentant des difficultés de comportement (PDC) reste un enjeu
          actuel. En effet, la recension de Rousseau, Point, Vienneau, Blais, Desmarais, Maunier et
          Tétreault (2015) indique que c’est la seule clientèle scolaire pour laquelle on trouve
          encore dans les écrits des réserves quant à la scolarisation en classe ordinaire. Parmi
          les élèves présentant des difficultés, les élèves PDC sont reconnus comme étant le groupe
          le moins aimé (Baker, 2005) et pour lequel la scolarisation en classe ordinaire s’avère la
          plus difficile (Kauffman et Landrum, 2009). En outre, les élèves PDC peinent à suivre le
          rythme du groupe-classe (Cefai et Copper, 2010), accaparent l’attention de l’enseignant,
          distraient et influencent le rendement scolaire de leurs pairs (Ceylan et Aral, 2016;
          Kristoffersen, Kraegpøth, Nielsen et Simonsen, 2015).

2 
Même s’ils sont généralement en accord avec le principe de l’éducation inclusive,
          les enseignants entretiennent une attitude plus négative à l’égard des élèves PDC
          (Avramidis et Norwich, 2002; Monsen, Ewing et Kwoka, 2014), mentionnent être irrités par
          les comportements difficiles de ceux-ci (Nadeau, Massé, Gaudreau, Verret et Nadeau, 2018)
          et déclarent qu’ils interfèrent avec leur enseignement et le processus d’apprentissage des
          autres élèves de la classe (Conroy, Alter et Sutherland, 2013). Au final, les élèves PDC
          occasionnent un stress accru pour les enseignants (Massé, Bégin, Couture, Plouffe-Leboeuf,
          Beaulieu-Lessard et Tremblay, 2015).

3 
Il n’est donc pas rare que les élèves PDC soient scolarisés en milieux ségrégués
          (Hornby et Evans, 2013), en dépit des orientations mondiales (Organisation des Nations
          unies pour l’éducation, la science et la culture [UNESCO], 1994, 2009) et provinciales
          (Gouvernement du Québec, 1999, 2015) qui prescrivent le placement dans un milieu le moins
          restrictif possible. La mise en oeuvre du courant de l’éducation inclusive comporte ainsi
          encore des défis. Cet article explore les perceptions des élèves PDC quant aux conditions
          qui influencent leur scolarisation en classe. Tout d’abord, la première section décrira
          plus en détail la notion d’élèves PDC, leurs difficultés et les conditions favorables à
          leur scolarisation en classe ordinaire. 
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4 
La plupart des enfants et des adolescents vont manifester des comportements
          perturbateurs passagers au cours de leur vie qui s’extériorisent sous de nombreuses
          formes: mensonges, désobéissance, crises, consommation d’alcool ou de drogue (Dumas,
          2013). Pour certains cependant, les difficultés persistent et la récurrence des
          comportements perturbateurs nuit à leur fonctionnement adaptatif, notamment à l’école. Ces
          élèves, en contexte scolaire québécois, sont d’abord considérés à risque dans la mesure où
          ils présentent des facteurs de vulnérabilité susceptibles de nuire à leurs apprentissages
          (Gouvernement du Québec, 2015). La nature et l’ampleur des difficultés peuvent entraîner
          la mention d’élève en difficulté d’adaptation ou d’apprentissage (DAA), plus précisément à
          partir du code «trouble grave du comportement». Ce dernier correspond à un échelon de
          gravité dans lequel on note un déficit important de la capacité d’adaptation de
          l’élève.

5 
À l’instar de Gaudreau et Nadeau (2015), la notion d’élève PDC utilisée ici fait
          référence au fait de présenter des réactions comportementales ou émotionnelles se
          manifestant davantage sur le plan extériorisé (hyperactivité, opposition, agressivité,
          etc.). Celles-ci sont différentes des normes associées à son âge ou à sa culture par leur
          fréquence, leur intensité, leur durée et leur constance et elles ont un effet négatif sur
          son rendement scolaire et sur son fonctionnement social. Les comportements problématiques
          s’avèrent plus qu’une réponse temporaire et normale à des événements stressants dans
          l’environnement, restent présents dans le contexte scolaire et sont peu sensibles aux
          interventions directes dans l’enseignement général. Qu’ils soient reconnus comme une
          difficulté, un problème ou un trouble grave, ces comportements dérangeants sont une source
          de préoccupation pour les enseignants et détériorent le climat éducatif (Gouvernement du
          Québec, 2015).

6 
Il est difficile de dénombrer ceux qui manifestent des difficultés de comportement
          parmi les élèves à risque ou DAA. Certaines données font état de 25 000 élèves des écoles
          publiques ayant reçu des services complémentaires en raison de difficultés
          comportementales lors de l’année scolaire (Gouvernement du Québec, 2008). Sur la base de
          données américaines, 5 % des élèves reçoivent des services parce qu’ils présentent des
          difficultés émotionnelles ou comportementales. De l’avis de Vinnes (2017), cette valeur
          constitue une sous-représentation de la prévalence de cette clientèle. En effet, plusieurs
          facteurs influencent à la baisse les estimations à ce sujet, dont la réticence des adultes
          à l’identification de la problématique avant qu’elle ne devienne intolérable (Kauffman et
          Landrum, 2018). La prévalence des élèves ayant des difficultés comportementales aux
          États-Unis serait plutôt de 10 % (Fletcher, 2010) tout comme dans les pays européens
          (Cooper et Cefai, 2013).

7 
Nombreuses sont les difficultés répertoriées auprès des élèves PDC, autant sur le
          plan scolaire que sur le plan social (Michael et Frederickson, 2013). Au plan scolaire,
          les élèves PDC sont réputés démontrer un faible engagement scolaire, obtenir des résultats
          peu satisfaisants, éprouver des difficultés d’apprentissage et présenter un taux élevé
          d’absentéisme (Bradley, Henderson et Monfore, 2004). Les élèves qui se trouvent en
          situation d’échecs répétés sont plus susceptibles de produire des comportements
          dérangeants, lesquels les conduisent vers un placement plus restrictif (Gable, Bullock et
          Evans, 2006). Au plan social, les élèves PDC ont des habiletés sociales limitées,
          suscitent des sentiments négatifs et ont des conflits avec l’entourage (pairs, enseignants
          et parents) (McEvoy et Welker, 2000). Ils ont de faibles habiletés de coopération et un
          moindre contrôle de soi (Fortin, Marcotte, Royer et Potvin, 2000). Leurs comportements
          dérangeants peuvent les conduire à vivre du rejet, les privant d’occasions d’apprentissage
          des comportements adéquats (Dumas, Prinz, Smith et Laughlin, 1999). Les élèves PDC
          semblent être engagés dans cette dynamique comme le laissent penser les taux élevés
          d’échecs scolaires et d’exclusion de leur milieu rapportés parmi ce groupe. En
          conséquence, 50 % des élèves PDC abandonneraient l’école avant l’obtention d’un diplôme
          (Nicholson, 2013). À l’âge adulte, les élèves PDC seront moins nombreux à fréquenter
          l’éducation postsecondaire, garderont difficilement un emploi, présenteront un risque
          accru d’abus de drogue et d’alcool et seront plus à risque d’incarcération
            (Gable et al., 2006).

8 
En somme, à moins d’une intervention précoce qui préviendra le maintien ou
          l’aggravation des comportements problématiques, les élèves PDC s’engagent sur une
          trajectoire développementale inadaptée qui devient de plus en plus difficile à corriger
          (Massé, Desbiens et Lanaris, 2014). L’expérience scolaire des élèves PDC laisse penser que
          les milieux éducatifs ont de la difficulté à atteindre les visées d’instruction, de
          socialisation et de qualification que s’est donnée l’école québécoise (Gouvernement du
          Québec, 2012). Est-ce que les conditions actuellement proposées pour soutenir le
          développement de tous dans la classe ordinaire correspondent aux besoins des élèves
          PDC?
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9 
Plusieurs auteurs suggèrent des conditions afin que tous les élèves puissent
          actualiser leur plein potentiel dans le milieu scolaire: des attitudes d’ouverture et de
          souplesse de la part de tout le personnel, la présence d’un personnel formé pour
          intervenir auprès des élèves, une disponibilité des ressources humaines et financières, le
          développement du sentiment d’appartenance, une direction d’école avec un leadership
          proactif et solide, des activités régulières de perfectionnement et d’évaluations des
          pratiques et une communauté stimulante caractérisée par ses habitudes de collaboration
          (Bélanger, 2006; Rousseau, Massé, Bergeron, Carignan et Lanaris, 2014; Rousseau et al., 2015;
          Tremblay, 2012). Une étude plus récente de Gaudreau, Verret, Massé, Nadeau et Picher
          (2018) a pour sa part précisé ces conditions au regard de la scolarisation des élèves PDC.
          À partir d’entretiens individuels et de groupes de discussion menés auprès de directeurs,
          d’enseignants du secondaire et de professionnels de soutien (n = 67), l’étude a montré que
          les pratiques enseignantes, les services et mesures d’aide à l’élève et l’environnement
          humain, physique et matériel sont des conditions étroitement liées à la réussite de
          l’intégration scolaire des élèves PDC.

10 
Certes, ces conditions sont pertinentes et correspondent à celles qui sont perçues
          comme des conditions favorables à l’intégration scolaire des élèves PDC par différents
          acteurs du milieu scolaire, mais qu’en est-il de la perception de l’acteur principal,
          l’élève PDC lui-même? Est-il possible que les difficultés persistent parce que les
          conditions favorables sont surtout issues d’un processus de réflexion dirigé et recensé
          par et pour des adultes? La voix de l’élève, premier agent de son développement, est peu
          sollicitée et mise à contribution lors de son cheminement éducatif (Casey, 2015; Wood,
          2003). Au contraire, les adultes partent souvent de leurs propres perceptions, et parfois
          même de leurs besoins, pour faire des choix qui touchent l’élève (Gouvernement du Québec,
          2002). Or, les études témoignent d’écarts, voire de contradictions, entre la perception de
          l’élève et celle de l’enseignant (White, 2016; Zee et Koomen, 2017). Par exemple, alors
          que les enseignants supposent que les garçons préfèrent les écrits de type factuel et
          analytique, ces derniers déclarent apprécier davantage les écrits créatifs (Wood, 2003).
          En conséquence, il est possible que les conditions mises en place ne répondent que
          partiellement aux besoins des élèves eux-mêmes.

11 
La prise en compte du point de vue de l’élève dans l’élaboration des conditions
          visant à soutenir sa réussite est donc primordiale (Gaudreau et al., 2018). D’ailleurs, des
          études établissent des liens entre les perceptions des élèves et leurs comportements
          (Frenzel, Pekrun et Goetz, 2007), leur engagement (Patrick, Ryan et Kaplan, 2007) et leur
          rendement scolaire (Brock, Nishida, Chiong, Grimm et Rimm-Kaufman, 2008). Une amélioration
          des perceptions de la classe entraînerait une amélioration des comportements, de la
          motivation, des habiletés sociales et du rendement scolaire (Battistich, Schaps et Wilson,
          2004; Brock et al., 2008; Gasser, Grutter, Buholzer et Wettstein, 2018; Thuen et Bru,
          2009).
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Dans ces circonstances, s’intéresser aux perceptions de l’élève PDC permettrait
          d’aborder ce qui soutient leur scolarisation en classe ordinaire sous un angle différent
          de celui généralement réfléchi par les adultes. La question qui se pose ici est: quelles
          sont les conditions qui favorisent et celles qui nuisent à la scolarisation en classe
          ordinaire des élèves PDC selon leur perception? Pour y répondre, nous avons utilisé la
          méthodologie de la recension des écrits pour mettre en exergue les résultats ainsi que les
          lacunes méthodologiques des ouvrages consultés.

 2. Méthode de recension des écrits [image: Retour au plan de l'article]
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La recension des écrits vise à 1) brosser un portrait des études rapportant la
          perception des élèves PDC et 2) dégager les conditions qui favorisent ou nuisent à leur
          scolarisation en classe ordinaire selon ces derniers. Pour ce faire, sept banques de
          données ont été consultées: Cairn, Érudit, Francis, ERIC, Education Source, PsycINFO et
          ProQuest Theses and Dissertations.

 2.1 Sélection des termes de recherche [image: Retour au plan de l'article]
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La scolarisation en classe ordinaire, les élèves PDC et leur perception sont les
          notions abordées par la question de recension. Pour déterminer les termes qui leur
          correspondent dans les banques de données, les thésaurus ont été consultés, générant
          plusieurs mots-clés, et ce, en langue française et anglaise. D’abord, la scolarisation en
          classe ordinaire a été traduite par les termes éducation
            inclusive, inclusion, intégration et éducation
            spéciale. Bien que l’éducation inclusive soit actualisée dans certaines
          politiques scolaires, des élèves PDC continuent de fréquenter l’éducation spécialisée
          (Cole, Daniels et Visser, 2003). Il semble pertinent de refléter cette réalité dans cette
          recension et retenir les articles relatant le vécu scolaire de ces élèves dans ces
          diverses modalités éducatives. Les conditions mentionnées par les élèves fréquentant un
          milieu spécialisé peuvent contribuer à la compréhension de ce qui favorise leur réussite
          éducative, notamment parce qu’ils ont déjà fréquenté la classe ordinaire. D’autres élèves
          PDC sont placés en milieu de détention ou en milieu hospitalier et y poursuivent leur
          scolarité. Considérant que la mission première de ces milieux ne concerne pas l’éducation,
          ces articles ne seront pas retenus.
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Pour ce qui est de la notion d’élèves PDC, la section 1.1 révèle que les termes
            difficulté, problème ou trouble du comportement
          sont utilisés par les auteurs francophones. Notre recension en a tenu compte. Du côté de
          la littérature scientifique anglophone, deux termes sont utilisés pour y faire référence:
            behavior et emotional. D’autre part, en l’absence de terme unique pour refléter la
          notion de difficultés, les termes disorder, disturbance, problem,
            difficulties ont été inclus et leurs différentes combinaisons ont été
          explorées. Enfin, comme le trouble déficitaire d’attention avec ou sans hyperactivité est
          associé à des difficultés comportementales ou émotionnelles (Crundwell, 2005), les études
          menées auprès de tels échantillons ont été conservées. Toutefois, les comportements
          dérangeants liés à une condition médicale particulière, comme le trouble du spectre de
          l’autisme ou un traumatisme crânien, n’ont pas été inclus.
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En ce qui concerne la perception de l’élève, notre intérêt est de refléter qu’il
          s’agit d’une construction mentale faite par un individu en vue de comprendre et
          éventuellement d’agir sur le monde qui l’entoure. En ce sens, le terme perception, défini comme un processus par lequel une
          personne acquiert de l’information de son environnement dépendamment de son vécu (Raynal
          et Rieunier, 2010) et celui d’expérience,
          correspondant à un ensemble de connaissances, de capacités et d’attitudes intégrées à la
          personnalité de l’individu (Office québécois de la langue française, 2012), conviennent
          tous les deux. Les termes perspective et
            point de vue ont été retenus puisqu’ils
          renvoient aussi au vécu de l’élève. Du côté anglophone, le terme voice, qui représente le fait que c’est le jeune lui-même
          qui s’exprime, a été ajouté. Le tableau qui suit résume les mots-clés retenus pour la
          recension et présente les équivalents anglais des termes utilisés.

[image: Liste des mots-clés français et anglais se rapportant aux trois notions de la recension] Tableau 1 Liste des mots-clés français et anglais se rapportant aux trois notions de la
            recension

 [Voir la liste des
            tableaux] 
[image: Critères d’inclusion et critères d’exclusion de la recension initiale] Tableau 2 Critères d’inclusion et critères d’exclusion de la recension initiale

 [Voir la liste des
            tableaux] 
 2.2 Critères d’inclusion et d’exclusion des articles de la recension [image: Retour au plan de l'article]
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 Outre les concepts centraux, il importe de circonscrire une période de temps qui
          délimite la recension puisque les changements dans les politiques ont des conséquences
          pour les élèves en difficulté (Krull, Wilbert et Hennemann 2014). En l’occurrence, la
          période de référence sera de 1995 à 2018. Ce choix s’appuie sur la publication de l’énoncé
          de Salamanque (UNESCO, 1994) qui confirme la volonté à l’échelle mondiale de donner accès
          à tous les enfants à une éducation dans le cadre le plus normal possible. Le but de cette
          recension est de connaître le vécu de l’élève dans ce contexte, même si l’éducation
          inclusive n’est pas appliquée en intégralité dans toutes les institutions concernées.
          L’année 1995 nous apparaît pouvoir refléter ce changement de paradigme dans les écrits. Eu
          égard à ce critère, le vécu scolaire de l’élève rapporté devra également se situer dans
          cette période, peu importe la date de parution de l’article.
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Sept autres critères ont été établis afin de guider la sélection des articles. Ces
          derniers doivent exposer les résultats obtenus par le biais d’une étude empirique et
          doivent être rédigés en français ou en anglais. Les recensions seront conservées si elles
          présentent des études empiriques auxquelles nous n’avons pas eu accès. L’étude doit avoir
          été menée auprès de jeunes d’âge scolaire (primaire ou secondaire) correspondants à la
          définition d’élèves PDC. Les études concernant les élèves en difficulté sont retenues si
          elles exposent clairement des résultats particuliers aux élèves PDC. Le vécu doit être
          basé sur le point de vue de l’élève et doit concerner l’école ou la classe en général et
          non un aspect spécifique, comme l’apprentissage de la lecture. Le tableau 2 reprend ces
          critères en établissant les contreparties qui servent de critères d’exclusion. 

 3. Résultats [image: Retour au plan de l'article]
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Notre recension a permis de rassembler 34 articles, tous parus dans des revues
          révisées par des pairs, et 16 thèses. Les articles et les thèses portant sur le même
          échantillon d’élèves PDC ont été regroupés, menant à un total de 42 études. Considérant la
          nature exploratoire de la question de recension, aucune étude n’a été rejetée sur la base
          de faiblesses méthodologiques. Ces limites seront cependant soulevées dans la discussion.
          Les études ont été classées selon le milieu scolaire fréquenté par le participant: la
          classe ordinaire, la classe spécialisée, l’école spécialisée ou dans ces différents
          milieux à la fois – soit parce que l’échantillon est mixte ou parce que les élèves
          comparent leur vécu dans plus d’un milieu scolaire. Le tableau 3 fait état de l’année de
          publication, du lieu de l’étude, de la composition de l’échantillon et de la méthodologie
          mise en oeuvre dans les études retenues.

[image: Articles et thèses retenus selon le ou les auteurs, l’année et le lieu, description de leur échantillon et description de leur méthodologieLégendes · A: article · T: thèse · g: garçon · f: fille · CES: Classroom Environment Scale · MSCS: Multidimensional Self-Concept Scale · NLSCY: National Longitudinal Survey of Children and Youth · EBD: Emotional and Behavioural Disorder · CBP: Classroom Behavior Problems · SEBD: Social, Emotional and Behavioural Difficulties · E/BD: Emotional/Behavioural Disorder · ED: Emotional Disturbance · EBI: Emotional and Behavioral Impairments · ESBD: Emotional, Social and Behavioural Difficulties · BESD: Behavioural, Emotional and Social Difficulties · SED: Severely Emotionally DisturbedNote des auteures: Bien qu’il ait été choisi d’utiliser le sigle PDC pour identifier les élèves avec des difficultés comportementales, le sigle utilisé par le ou les auteurs de l’article a été conservé dans ce tableau.][image: Articles et thèses retenus selon le ou les auteurs, l’année et le lieu, description de leur échantillon et description de leur méthodologieLégendes · A: article · T: thèse · g: garçon · f: fille · CES: Classroom Environment Scale · MSCS: Multidimensional Self-Concept Scale · NLSCY: National Longitudinal Survey of Children and Youth · EBD: Emotional and Behavioural Disorder · CBP: Classroom Behavior Problems · SEBD: Social, Emotional and Behavioural Difficulties · E/BD: Emotional/Behavioural Disorder · ED: Emotional Disturbance · EBI: Emotional and Behavioral Impairments · ESBD: Emotional, Social and Behavioural Difficulties · BESD: Behavioural, Emotional and Social Difficulties · SED: Severely Emotionally DisturbedNote des auteures: Bien qu’il ait été choisi d’utiliser le sigle PDC pour identifier les élèves avec des difficultés comportementales, le sigle utilisé par le ou les auteurs de l’article a été conservé dans ce tableau.][image: Articles et thèses retenus selon le ou les auteurs, l’année et le lieu, description de leur échantillon et description de leur méthodologieLégendes · A: article · T: thèse · g: garçon · f: fille · CES: Classroom Environment Scale · MSCS: Multidimensional Self-Concept Scale · NLSCY: National Longitudinal Survey of Children and Youth · EBD: Emotional and Behavioural Disorder · CBP: Classroom Behavior Problems · SEBD: Social, Emotional and Behavioural Difficulties · E/BD: Emotional/Behavioural Disorder · ED: Emotional Disturbance · EBI: Emotional and Behavioral Impairments · ESBD: Emotional, Social and Behavioural Difficulties · BESD: Behavioural, Emotional and Social Difficulties · SED: Severely Emotionally DisturbedNote des auteures: Bien qu’il ait été choisi d’utiliser le sigle PDC pour identifier les élèves avec des difficultés comportementales, le sigle utilisé par le ou les auteurs de l’article a été conservé dans ce tableau.] Tableau 3 Articles et thèses retenus selon le ou les auteurs, l’année et le lieu, description
            de leur échantillon et description de leur méthodologie

 [Voir la liste des
            tableaux] 
Note des auteures: Bien qu’il ait été
            choisi d’utiliser le sigle PDC pour identifier les élèves avec des difficultés
            comportementales, le sigle utilisé par le ou les auteurs de l’article a été conservé
            dans ce tableau.

 3.1 Études tenant compte de la perception des élèves PDC [image: Retour au plan de l'article]
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En réponse à notre premier objectif, la recension montre que les perceptions des
          élèves PDC ont été rapportées dans un nombre appréciable d’études. Celles-ci ont été
          réalisées auprès d’élèves scolarisés dans différents pays et fréquentant différents
          milieux scolaires. Les échantillons présentent aussi une diversité au plan du genre et des
          problématiques comportementales des participants. Quoique l’âge ne soit pas toujours
          présenté avec exactitude, les participants sont des élèves âgés de plus de 11 ans dans la
          majorité des études, alors qu’une seule a eu lieu auprès d’enfants de 6 ans. Parmi les
          études retenues, 2 sont des recensions, 31 ont mis de l’avant une méthodologie
          qualitative, 2, une méthodologie quantitative et 7, une méthodologie mixte. Toutefois,
          pour 4 de ces dernières (Borg, 2013; Da Silva, 2003; Mowat, 2009; Prochnow, 2006), il ne
          s’agit pas d’une étude de méthodologie mixte s’intéressant au vécu scolaire du point de
          vue de l’élève, mais plutôt d’une méthodologie mixte visant à évaluer l’effet d’un
          programme d’intervention. Ces études ont été retenues puisqu’un volet de celle-ci
          – souvent qualitatif – s’intéressait aux perceptions de l’élève. Dans la majorité des cas,
          les résultats rapportés par ces études correspondent à des propos énoncés par les élèves
          en réponse à des questions ouvertes sur leur vécu en classe lors d’un entretien.

 3.2 Conditions qui favorisent ou entravent la scolarisation en classe
        ordinaire [image: Retour au plan de l'article]
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Dans les études recensées, les élèves PDC ont énoncé des conditions qui favorisent
          ou entravent leur scolarisation en classe ordinaire. Celles-ci sont respectivement
          rapportées aux figures 1 et 2. Le nombre inscrit à chacune des conditions renvoie au
          nombre d’articles dans lequel cette dernière a été énoncée.

[image: Inventaire des conditions soutenant la scolarisation en classe ordinaire selon les élèves PDC et nombre d’articles qui en fait mention] Figure 1 Inventaire des conditions soutenant la scolarisation en classe ordinaire selon les
            élèves PDC et nombre d’articles qui en fait mention

 [Voir la liste des
            figures] 
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Parmi les conditions qui favorisent la scolarisation en classe ordinaire, les
          élèves PDC nomment la relation positive avec l’enseignant dans 26 des 42 études. D’autres
          propos font référence aux interactions entre l’élève et l’enseignant, tels les termes
            écoute, empathie, flexibilité et traitement équitable. Dans 7 des 8 études impliquant des
          élèves PDC scolarisés en classe spécialisée, il a été mentionné que la relation avec
          l’enseignant au sein de celle-ci était davantage positive que celle vécue par les élèves
          en classe ordinaire. Rapportés dans environ 20 % des études, des éléments concernant le
          contexte de classe semblent aussi avoir une influence positive: la présence en classe
          d’une aide spécialisée [1], la dimension de la classe et le
          soutien aux apprentissages offert. Le soutien des pairs et le sentiment d’appartenance
          sont indiqués respectivement dans 9 et 7 études comme une condition qui contribue
          positivement à la présence en classe.
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Les conditions qui entravent la scolarisation en classe ordinaire selon les
          élèves PDC sont pour la plupart à l’opposé de celles désignées comme des conditions qui la
          favorisent. La relation conflictuelle avec l’enseignant, le manque d’ouverture ou
          d’empathie de celui-ci sont des éléments fréquemment mentionnés lorsqu’il est question de
          ce qui nuit à la présence en classe ordinaire. Les obstacles liés au contexte de classe
          font référence au soutien déficitaire pour les apprentissages, au curriculum peu pertinent
          ou aux activités d’apprentissage peu stimulantes selon les élèves. Les diverses
          difficultés qui entourent les relations avec les pairs sont nommées comme des conditions
          défavorables dans environ le tiers des études, avec notamment des propos qui évoquent que
          les élèves PDC subissent de l’intimidation, de l’agression et de la stigmatisation dans
          leur milieu scolaire.

[image: Inventaire des conditions qui entravent la scolarisation en classe ordinaire selon les élèves PDC et nombre d’articles qui en fait mention] Figure 2 Inventaire des conditions qui entravent la scolarisation en classe ordinaire selon
            les élèves PDC et nombre d’articles qui en fait mention

 [Voir la liste des
            figures] 
 4. Discussion [image: Retour au plan de l'article]
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Cette étude visait d’abord à brosser le portrait des études s’intéressant aux
          perceptions des élèves PDC concernant les conditions influençant leur scolarisation en
          classe ordinaire. Dans la première partie, les caractéristiques méthodologiques des études
          seront discutées pour souligner leurs apports et leurs limites. Par la suite, la recension
          voulait identifier les conditions qui contribuent positivement et celles qui sont perçues
          comme des barrières à leur présence en classe. Celles-ci seront revisitées au regard des
          conditions émises actuellement dans les écrits.

 4.1 Caractéristiques des études portant sur la perception des élèves PDC: apports et
        limites [image: Retour au plan de l'article]
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La recension a permis d’identifier 42 études pertinentes au regard de nos critères.
          Ce nombre ainsi que la diversité des échantillons permettent d’affirmer qu’il existe des
          connaissances nuancées sur la question. Néanmoins, ce corpus présente certaines limites
          qui méritent d’être soulevées. D’abord, l’analyse des études va dans le même sens que
          Cefai et Cooper (2010), de Leeuw, de Boer et Minnaert (2018) et Herz et Haertel (2016) qui
          soutiennent que le point de vue des élèves PDC a insuffisamment été l’objet d’étude. De
          fait, huit études de notre recension reposent sur un échantillon de moins de quatre
          participants. Le portrait de ces études permet également de constater que les élèves d’âge
          primaire sont le moins sollicités dans les études, comme le confirment Fauth, Decristan,
          Rieser, Klieme et Büttner (2014).
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En cohérence avec la définition proposée, les auteurs des études entérinent l’idée
          que les élèves PDC ne sont pas uniquement ceux identifiés à l’aide d’un diagnostic et
          ainsi, ils ont mis en oeuvre diverses procédures pour les identifier (questionnaire,
          référence d’un adulte, milieu scolaire fréquenté). Or, ces procédures peuvent avoir
          introduit des biais quant à la présence ou non de difficultés comportementales chez le
          participant. Pour certaines études, la sélection des participants a été effectuée à l’aide
          d’un outil non validé pour le groupe d’âge ciblé (Balagna, 2008; Balagna, Young et Smith,
          2013). Pour d’autres, les participants ont été identifiés selon la perception d’un adulte
          (ex.: enseignant ou directeur) (Flynn, 2014; Flynn, Shelvin et Lodge, 2011; Graham,
          Van Bergen et Sweller, 2015; Krull et al., 2014;
          Penna Bray, 2010; Whitley, Lupart et Beran,
          2009). Si dans certaines de ces études quelques balises étaient proposées à cet adulte, il
          est possible que sa subjectivité ait influencé l’identification des participants. Comme
          l’ont conclu Willmann et Seeliger (2017) dans leur recension, une définition claire des
          participants est parfois difficile à obtenir dans les articles.
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Les études recensées se sont intéressées à des élèves fréquentant divers milieux
          éducatifs, ce qui témoigne de la diversité des services éducatifs qui leur sont offerts.
          Dans le cas de 17 études, les participants ont été recrutés à la suite de leur
          participation à un programme d’intervention (par exemple Learning Support Zone). Puisque ces programmes sont susceptibles d’avoir
          influencé l’expérience scolaire, il devient difficile de généraliser les résultats à
          d’autres populations. Dans le même sens, les études de Balagna (2008) et de Rice (2003)
          jetaient un regard spécifique sur des élèves PDC d’origine latine ou africaine, ce qui
          limite la transférabilité. Enfin, les perceptions des élèves PDC scolarisés dans divers
          pays ont été examinées. Cependant, Schwab (2015) considère qu’il est difficile de
          généraliser les résultats d’études provenant d’autres pays en raison des critères
          différents pour identifier les élèves en difficulté et du nombre variable de ceux-ci
          présents en classe en vertu des diverses politiques d’inclusion scolaire. La plupart des
          auteurs de la recension soulignent que la prudence doit être de mise dans la
          généralisation de leurs résultats à d’autres milieux éducatifs.
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Les études recensées relèvent de divers paradigmes de recherche (qualitative,
          quantitative ou mixte) et diverses méthodes de cueillette de données ont été utilisées,
          l’entretien étant la méthode la plus fréquente. Bien que les élèves puissent fournir des
          informations uniques et pertinentes, il peut toutefois être difficile pour ceux-ci de
          s’engager dans la discussion, ce qui a semblé le cas selon les auteurs de sept des études
          de notre recension. Peu d’instruments quantitatifs ont été déployés auprès des
          participants. Si la prévalence des élèves PDC freine les analyses statistiques possibles,
          certains enfants peuvent trouver plus facile de répondre par écrit que de discuter avec un
          étranger (Hill, 2006). En revanche, la lecture et l’écriture constituent des obstacles à
          la participation pour les élèves PDC parmi lesquels des difficultés s’observent
          fréquemment sur ces plans (Gouvernement du Québec, 2015). Tout particulièrement au
          primaire, les instruments quantitatifs doivent être courts et faciles à administrer, tout
          en répondant aux critères de validité et de fidélité des données. À cet égard, certaines
          échelles de l’étude de Krull et al. (2014) et
          celle de Whitley et al. (2009) démontrent de
          faibles qualités psychométriques. En contrepartie, l’étude de Da Silva (2003), qui visait
          à évaluer le climat dans une classe spécialisée, invite à penser que des résultats
          intéressants pourraient être dégagés d’études quantitatives. En effet, les perceptions des
          17 élèves PDC de cet échantillon divergent des valeurs normatives sur cinq échelles de
          l’instrument Classroom Environment Scale
          (Trickett et Moos, 1973), à savoir: le soutien de l’enseignant, le contrôle de
          l’enseignant, la clarté des règles, l’ordre et l’organisation et l’orientation sur la
          tâche. De ce fait, il pourrait être intéressant d’examiner les perceptions d’élèves PDC
          scolarisés en classe ordinaire à partir d’un instrument quantitatif, et ce, sur un plus
          grand échantillon.
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Une appréciation de la méthode mise en oeuvre dans les études recensées selon
          d’autres critères (authenticité, validité, crédibilité) met en lumière diverses
          faiblesses. Plus précisément dans notre échantillon, il est question de l’utilisation d’un
          outil construit par un chercheur (Kutaka-Kennedy, 2003), de la présence d’un biais de
          désirabilité lors de la collecte de données (Link, 2007) ou d’un manque d’explicitation
          quant à la méthode ou l’analyse effectuée (Lloyd et O’Regan, 1999; Preece et Timmins,
          2004). Dans le cas de sept études, l’analyse ne semble avoir été menée que par un
          chercheur, ce qui suscite un questionnement quant à l’objectivité des résultats. De plus,
          aucun retour aux participants n’est mentionné dans 17 des études, ce qui aurait contribué
          à soutenir la fiabilité des résultats. La recension de Willmann et Seeliger (2017)
          témoigne aussi que les études publiées comportent de telles faiblesses méthodologiques. Il
          semble donc opportun de continuer à proposer de nouvelles études qui tiennent compte des
          perceptions de l’élève PDC, notamment pour mieux cerner la réalité des élèves PDC en
          contexte québécois.

 4.2 Conditions évoquées par les élèves: convergences ou divergences avec celles
        proposées? [image: Retour au plan de l'article]
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Notre recension montre que, malgré la diversité des échantillons, les conditions
          énoncées par les élèves s’avèrent similaires. Plus de la moitié de ces études souligne que
          pour les élèves PDC, la relation avec l’enseignant est capitale afin de vivre une
          inclusion positive en classe. Les élèves indiquent que l’écoute, l’empathie et le
          traitement équitable favorisent une expérience positive, mais qu’à l’inverse une relation
          conflictuelle ou le manque d’ouverture et de flexibilité rendent difficile la
          scolarisation en classe ordinaire. Or, il semblerait que la relation élève-enseignant soit
          conflictuelle dans de nombreux cas lorsqu’il est question d’un élève PDC, et ce, autant
          selon la perception de celui-ci que selon la perception de l’enseignant (Zee et Koomen,
          2017). L’attitude de flexibilité et d’ouverture est pourtant l’une des conditions
          soulevées par les écrits actuels concernant les conditions qui soutiennent la présence en
          classe ordinaire de tous les élèves (Conseil supérieur de l’éducation [CSE], 2017;
          Rousseau, Point, Desmarais et Vienneau, 2017) et est nommée par les enseignants de l’étude
          de Gaudreau et al. (2018). Ce constat invite à se questionner sur les mesures mises en
          place afin de développer ces attitudes auprès du personnel scolaire.
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D’autres conditions ont été mentionnées dans plusieurs études recensées à propos du
          contexte d’apprentissage. La présence d’une aide spécialisée est estimée essentielle par
          un bon nombre d’élèves, condition aussi identifiée par Rousseau et al. (2015). La possibilité d’avoir un soutien au plan
          pédagogique, un niveau académique stimulant ou être dans une classe ayant un nombre
          restreint d’élèves sont indiqués par les élèves PDC comme des conditions ayant une
          incidence positive. À l’inverse, un curriculum peu pertinent, des activités
          d’apprentissages peu liées à leur intérêt ou un soutien déficitaire au plan des
          apprentissages peuvent expliquer les difficultés vécues en classe ordinaire. Ces
          conditions énumérées par les élèves PDC laissent à penser que le déploiement de celles-ci
          n’a pas été suffisant dans les dernières années malgré le fait que la politique de
          l’adaptation scolaire proposait en 1999 six voies d’action réputées pour façonner une
          «école adaptée à tous les élèves». Le CSE (2017) réitère l’importance de maintenir des
          exigences élevées dans le parcours scolaire tout en faisant preuve de créativité pour
          répondre aux besoins des élèves.

32 
Les interactions avec les pairs peuvent faciliter ou nuire à la scolarisation en
          classe ordinaire. Pour certains élèves PDC, le sentiment d’appartenance et le soutien des
          pairs influencent positivement leur insertion en classe ordinaire. En contrepartie, bon
          nombre d’élèves PDC mentionnent vivre de l’exclusion, de l’oppression, de la
          stigmatisation, de l’agression ou de l’intimidation. De l’avis de Rousseau et al. (2015),
          autant d’études indiquent des apports que des limites concernant le développement social
          dans un contexte d’intégration ou d’inclusion scolaires. Les expériences positives vécues
          dans les milieux spécialisés sont donc à considérer en parallèle avec la stigmatisation
          qui peut avoir lieu dans les classes ordinaires (Willmann et Seeliger, 2017). L’influence
          des pairs, condition moins souvent soulevée lorsque l’organisation scolaire est réfléchie
          du point de vue des adultes, encourage à poursuivre la réflexion concernant la
          scolarisation en classe ordinaire.

33 
En somme, les conditions qui influencent la présence en classe selon les élèves PDC
          s’organisent principalement autour des interactions qui y prennent place: relation
          élève-enseignant, accueil par les pairs, soutien pour les apprentissages. Si les
          conditions réfléchies par les adultes pointent l’importance de telles interactions
          notamment par le biais des attitudes, celles énoncées prévoient plutôt des mesures qui
          concernent l’enseignant à titre de professionnel: soutien de la direction, présence de
          ressources humaines et financières, activité de perfectionnement. L’importance relative
          accordée aux conditions pourrait être une source de l’écart entre les perceptions de ces
          acteurs.

34 
Si cette recension est exhaustive au regard du nombre de banques de données et de
          mots-clés utilisés, elle comporte certaines limites. D’abord, la recension n’a été
          effectuée que par une seule analyste, ce qui a pu biaiser l’identification des articles.
          De plus, les sept banques de données utilisent chacune un langage spécifique et des
          descripteurs de recherche uniques, ce qui fait que, malgré un effort considérable consenti
          à l’utilisation du descripteur approprié, un certain nombre d’article n’a peut-être pas
          été trouvé. La majorité des études dans ce champ de recherche étant qualitative, les
          conditions répertoriées ne sont que celles fréquemment mentionnées par les participants.
          Aucune analyse statistique de corrélation ou de causalité ne vient appuyer ces
          liens.

 5. Conclusion [image: Retour au plan de l'article]
35 
L’éducation inclusive a rallié un bon nombre de chercheurs et d’intervenants
          scolaires en vertu du respect des principes d’équité et des retombées positives pour les
          élèves. Les conditions qui favorisent son implantation pour les acteurs concernés ont été
          identifiées par différentes études. Cependant, les difficultés jalonnant le parcours
          scolaire des élèves PDC suscitent un questionnement quant à l’efficacité, la pertinence ou
          la suffisance des conditions mises en place dans les milieux scolaires. Bien qu’il serait
          souhaitable d’évaluer la mise en place systématique de celles-ci dans les écoles, nous
          avons envisagé l’hypothèse que les conditions actuelles n’ont pas été examinées à la
          lumière des perceptions des élèves PDC.

36 
Notre recension montre que, selon les élèves PDC, la qualité des interactions de
          classe influence considérablement leur présence en classe. Ces élèves valorisent des
          interactions positives et stimulantes autant sur le plan relationnel que pédagogique.
          Puisque chaque contexte de classe est unique, donner l’opportunité aux élèves d’exprimer
          leur point de vue sur les interactions de classe avant la mise en place de mesures
          spécifiques semble une stratégie gagnante, d’autant plus qu’il s’agit d’un moyen cohérent
          avec l’approche de l’éducation inclusive.
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[1] Divers termes utilisés dans les études réfèrent à «aide spécialisée» (ex.:
          travailleur social, psychoéducateur, orthopédagogue, aide-enseignant ou éducateur
          spécialisé), selon les ressources disponibles du milieu.
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1 
Cet ouvrage collectif aborde la problématique de l’enseignement de l’histoire à partir
          d’autres sources de connaissance du passé que l’histoire savante. En fait, depuis quelques
          décennies, en plus du discours savant de l’histoire, l’espace public est également
          traversé par des discours historiques profanes dont l’influence sur la conscience
          collective – plus particulièrement sur celle des élèves – est considérable. Le cinéma, les
          jeux vidéo, la littérature, le théâtre, la télévision, le musée et les objets
          patrimoniaux, entre autres, constituent autant d’espaces de diffusion de connaissances et
          de représentations du passé à des fins non pas d’enseignement de l’histoire, mais plutôt
          ludiques et de distraction. Cet ouvrage propose d’appréhender ces biens culturels à
          caractère historique comme des supports devenus quasiment nécessaires, voire
          incontournables pour et dans l’enseignement de l’histoire, au lieu de les envisager
          suivant une logique concurrente avec l’histoire savante, étant donné leur prégnance dans
          l’espace public et leur influence indéniable. L’enjeu de leur mobilisation à l’école
          réside dans la mise en place de conditions didactiques qui favorisent le développement
          d’un rapport critique au passé chez les élèves dans leur contact avec ces objets
          culturels.

2 
L’ouvrage comporte cinq sections – divisées en 5 introductions, 14 chapitres et 12 études de cas – dans lesquelles l’histoire est mise en relation avec le discours historique profane à des fins didactiques. Les différents chapitres et études de cas proposent des analyses plus spécifiques de ce rapport à partir de recherches, théoriques et/ou empiriques, sur l’utilisation scolaire de ces ressources: littéraires, artistiques, théâtrales, audiovisuelles, patrimoniales. Il ressort de ces différentes analyses l’idée centrale selon laquelle l’utilisation des biens culturels pour l’enseignement de l’histoire favorise chez les élèves le développement d’une pensée critique, ou plus spécifiquement d’une pensée historienne, moyennant certaines conditions: la connaissance au préalable par l’enseignant·e des ressources à utiliser, le développement chez les élèves de leur capacité d’interprétation de celles-ci et de leur conscience des enjeux historiographiques, idéologiques, etc., qui y sont liés. Il s’agit en somme de porter les élèves à s’approprier le passé au travers d’une confrontation entre les diverses sources historiques (les différents discours profanes à caractère historique entre eux et/ou entre ceux-ci et le discours historique savant). Plusieurs approches théoriques et méthodologiques sont mobilisées ainsi que divers champs disciplinaires, et ce, dans différents contextes spatio-temporels pour rendre intelligible ce rapport entre histoire profane et histoire scolaire et corroborer l’hypothèse générale de l’utilisation bénéfique de la première pour la seconde.

 Point de vue [image: Retour au plan de l'article]
3 
Les réflexions développées dans la partie introductive de la première section et les deux
          premiers chapitres de cet ouvrage sont particulièrement stimulantes. Il s’en dégage
          d’ailleurs deux idées-forces qui transcendent les différents chapitres de l’ouvrage.
          Abordant le rapport entre les différents discours (profane, savant, public) de l’histoire
          sous un angle épistémologique, leurs caractéristiques distinctives, leur mode d’existence
          et de circulation dans l’espace public, les auteurs du premier chapitre préconisent de les
          concevoir dans un rapport dialectique, étant donné que chacun d’eux offre un point de vue
          particulier du passé et non une perspective globale de la réalité historique. Quant aux
          auteurs du deuxième chapitre, ils invitent à une double prudence qui consiste à
          relativiser ces deux modes d’appréhension antagoniques du discours profane d’histoire;
          l’un ne ciblant que ses méfaits, l’autre n’encensant que ses avantages. En effet, même si
          les biens culturels à caractère historique ne permettent ni d’accéder au passé ni d’en
          rendre compte à l’instar de l’histoire savante (qui fait appel à une démarche rigoureuse),
          ou encore ne poursuivent pas l’objectif d’expliquer la réalité historique, il s’avère
          toutefois abusif de les envisager fondamentalement comme ne comportant que des effets
          aliénants («[…] anesthésier, embrigader en douceur, [camisoler idéologiquement], faire
          diversion, laminer une mémoire pour en imposer une autre […]» [p. 34]). En revanche, ces
          auteurs conviennent aussi de ne pas concevoir l’utilisation didactique du discours profane
          d’histoire comme une panacée, oblitérant ainsi les représentations idéologiques et/ou
          politiques qui peuvent le caractériser (ou qui le caractérisent). Ici, le recours à la
          pensée historienne se révèle selon eux indispensable – et c’est ce qui ressort encore dans
          les différentes recherches présentées dans cet ouvrage collectif – pour amener les élèves
          à appréhender le passé autrement que sur le mode affectif.
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- Le probleme est un probleme connecté de type puits* (Marchand et Bednarz, 1999)

- Leleve calcule les valeurs des deux inconnues nombre de jeunes inscrits au soccer et nombre de
Jeunes inscrits au tir a Iarc en utilisant les relations connues entre ces deux Inconnues et le nombre
connu de jeunes inscrits au canog (252). Il déduit alors fe total des jeunes inscrits aux trols activités
Le registre utilisé est le registre numerique.

*Pour désigner a nature de Fenchainement des relations dans des probiemes de partage induitable, Marchand
et Bednarz (1999) distinguent trois types de problomes: source, composition de relation et puits. Un probleme
est de type source i les différentes grandeurs inconnues peuvent étre générées directement par une méme
inconnue. Un probleme est de type puils si une des inconnues peut élre générée a partir des autres inconnues.
Finalement, un probleme est de type composition de relations si une des inconnues est générée par une
compasition des relations entre les inconnues.
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e dresse une table de valeurs et donne les valeurs 1, 2 et 3 a la variable nombre
damis de Carlos. En faisant fonctionner les relations, il génere dans chaque cas les valeurs
correspondantes des deux autres ainsi que le total.

- En comparant les valeurs de la variable nombre d'amis de Carlos et la variable dépendante
total des amis des trois personnes, il déduit la relation fonctionnelle: Le nombre d‘amis de
Carlos fois 13 donne le total. Sachant que le total vaut 494, il divise ce nombre par 13 pour
trouver le nombre d‘amis de Carlos et déduit alors les nombres d'amis de Francois et de
Sophie et vérifie que le total donne bien 494.
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‘au tir a 'arc et au soccer respectivement pour ensuite montrer que les trois sports ont minimalement et équitablement
une méme valeur.
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- Léleve entame sa résolution comme dans le cas d'une démarche de résolution algébrique
conventionnelle. Il traduit les relations dans le probleme en représentant les inconnues par

a premiére lettre du nom des personnes et le total par la lettre T. Il exprime les deux autres
inconnues en fonction de S, fnconnue ayant a plus petite valeur. Il exprime ensuite I'équation
mathématisant le probleme en fonction de I'nconnue S. If compte le nombre d'occurrences

de llinconnue S et a valeur totale des deux nombres dans I'équation. Puis il réalise les calculs
numériques pour trouver la valeur de linconnue comme dans e cas des raisonnements
tendance analytique ol Iinconnue est muette (voir par exemple la démarche de ['éléve A199).





EPUB/images/2140089.jpg
Classes en jeu dans les problemes Avos maths! Panoram@th Perspective
de mise en égalité Effectif Effectif Effectif
Réunion 8 b 2
Partage inéquitable 1 3 4
Taux ] r 6
Taux avec relations de comparaison 1 0 0
Taux avec relations de comparaison 5 3 5
et réunion
Rapport 1 0 0
“Transformation avec relations
o 3 o 4
de comparaison
Transformation et rapport
e 2 1 o 0
avec relations de comparaison
‘Application d'opérations multiples 5 o T
sur linconnue
Covariation ramenée a Iétude
e My 1 2 0
d'un cas particulier
Total 21 10 17






EPUB/images/2139664.jpg
4 problemes
a3 branches

type
composition

Jaiplein d'amis
(composition ++)

Enonce: Trois personnes
‘comparent leur nombre damis
sur le site <facebouille~ Carlos
287 amis de plus que Sophia
et Francois a 85 amis de plus
que Carlos. Si au total s sont
496 amis, combien d'amis ont-
ils chacun?

Réponse: Sophia: 79,
Carlos: 166, Frangois: 251.

Dans ce type de problemes, une des
données est le point d'arivée d'une
relation et le point e départ de Iautre
relation. Si on regarde Ienchainement
des relations, il y a 4 cas possibles:

(G4 Gx): G (1))

Amis virtuels (composition XX)
Enonce: Trois personnes
‘comparent leur nombre
dramis sur le site facebouille-.
Frangols a 2 fois plus d'amis
que Carlos et Sophia a 5 fois
plus d'amis que Franois. Si
autotal ils sont 494 amis,
‘combien d'amis ont-ils
chacun?

Réponse: Sophia: 380,

Carlos: 38, Francois: 76.

Leresequ social
{composition X+)

Enonce: Trois personnes
‘comparent leur nombre damis
sur le site <facebouille~. Sophie
a3 fois plus d'amis que Carlos
et Francois a 114 amis de plus
que Sophia. Si au total ils sont
380 amis, combien d'amis ont-
ils chacun?

Réponse: Sophia: 114,

Carlos: 38, Francois: 228.

Jaime ou je n'aime plus
(composition +X)

Enonce: Trois personnes
‘comparent leur nombre damis
sur le site facebouille~. Carlos
227 amis de plus que Francois
et Sophia a 4 fois plus damis
de plus que Carlos. Si au total
ils sont 441 amis, combien
dramis ontls chacun?
Réponse: Sophia: 312,

Carlos: 78, Francois: 51.
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Raisonnements non analytiques S ShEars T Raisonnements analytiques
- Calcul direct; registre numérique. | - Ralsonnement fonctionnel, - Inconnues non représentées
registre intermédiaire (table de explicitement, registre numérique.

- Essals-erreurs, ajustement simple;
registre numérique.

- Essals-erreurs, ajustement
raisonné.

valeurs).
- Type fausse position,
- registre numérique;
- registre Intermédiaire.
- Inconnues explicites, registre
algébrique conventionnel mals

sans opération sur les relations
entre les inconnues.

- Inconnue intermédiaire, registre
numérique.

- Registre algébrique
conventionnel, sans perte de lien
avec le contexte.

- Registre algébrique
conventionnel, avec perte de llen
avec le contexte.
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Trois personnes comparent lcur nombre d'amis sur Ie site facebooke. Frangois a2
fois plus d'amis que Carlos et Sophia a 5 fois plus d"amis que Frangois. Si au tota s

5

sont 494 amis, combien d'amis ontils chacun 7

- Léleve désigne les inconnues par les noms des trois personnes. Il détermine que Carlos est
finconnue ayant a plus petite valeur. Il ui affecte la valeur 1. Dans le cours de I résolution,
nous comprenons que le 1 désigne une partie du total des amis. Il génére alors les valeurs des
deux autres inconnues et calcule le total des valeurs des trois inconnues. ll trouve 13 (parties).
Il entreprend alors la division du nombres total des amis (494) par 13. I trouve 38 personnes/
partie. 1l en déduit alors les valeurs des trois inconnues.

- Dans son exécution de falgorithme de division de 498 par 13, i utilise Ia technique de
Taddition réitérée de 13 pour trouver le multiplicateur 8; Iaddition réitérée s'améte quand
Iéleve obtient 104 qui est le reste intermédiaire.
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Probleme mettant en jeu des relations.
de COMPARAISON entre grandeurs inconnues

Schématisation

‘Exemple: Lécole offre deux activités sportives durant la
session. Le basketball regroupe 76 éléves de plus que le
patinage et la natation regroupe 114 éléves de plus que
le basketball. Sil y a 380 éléves inscrits a ces activités,
combien d'éléves participent & chacune d'elles? (Bednarz
et Janvier, 1992).

2 +

Probleme mettant en jeu des TRANSFORMATIONS
de grandeurs inconnues dans le TEMPS

Schématisation

Exemple: Luc a 3,50 $ de moins que Michel. Luc double
son montant d'argent, tandis que Michel augmente

le sien de 1,10 $. Maintenant Luc a 40 ¢ de moins que
Michel. Combien Luc et Michel ont-ls chacun?

Probleme mettant en jeu des relations entre grandeurs
non homogenes faisant intervenir des TAUX

Exemple: Julie et Caroline projettent d'aller en Europe.
Les deux amies font des économies afin de réaliser ce
voyage. Julie a présentement 500 § dans un compte et
elle prévoit y déposer 20 $ a chaque semaine. Caroline
' que 200 § d'économies mais elle dépose 40 $ par
semaine dans son compte en banque. Dans combien de
temps les deux amies auront-elles économisé le méme
montant d'argent?
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Léleve multiplie 27 par 5. Le
nombre 27 provient de la
relation additive de comparaison
du nombre damis de Carlos
4 celui de Francois. Nous
comprendrons plus tard le sens
du coefficient 5. Il soustrait le
résultat 135 du total damis et
trouve 306 (441 - 135 = 306). Il
divise ensuite ce résultat par 6,
pour trouver 51. Il en déduit que
le nombre damis de Frangois
est 51 et trouve ensuite les
nombres d'amis de Carlos et de
Sophie en faisant fonctionner
les deux relations connues du
probleme. Les solutions sont

Justes.

Yaime ou fe n'aime plus

Trois personnes comparent leur nombre &'amis sur e site Face-
book. Carlos a 27 amis de plus que Francois et Sophiz a 4 fois plus
d'amis que Carlos,Siau total s sont 441 amis, combien d'amis
ontils chacun?
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- Léléve ordonne les inconnues de a plus grande a la plus petite,réécritles relations entre

les inconnues successives, en les schématisant par des fleches; en s appuyant sur cette
représentation son raisonnement aurait alors été le suivant: la valeur de finconnue canoé est au
moins 0. I sensuit que la valeur de Iinconnue tir & Farc est au moins 29 et celle du soccer au
moins 127. S Fon soustrait ces valeurs du total réel de ces trols inconnues (315) on trouve 150, I
manquerait donc 159 au total des trois valeurs initales des trols inconnues. Pour maintenir vraies
les relations schématisées par les fléches, il faut répartir équitablement ce manque sur les trois
valeurs initiales. Ce qui revient a augmenter ces valeurs de 159 + 3 = 53.
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- Le probléeme est déconnecté, de type composition de deux relations multplicatives.

- Léleve ecrit les relations entre les inconnues, organise ses essais au moyen d'une table de
valeurs. Il ordonne ses inconnues de la plus peite a la plus grande (aprés un premier essai non
fructueux). Il donne une valeur a I'inconnue relative a Carlos (15), génére celle relative a Frangois
(30) et ensuite celle relative & Sophia (150). Il obtient un total (195) inférieur a celui désiré (494).

1l reprend cette procédure, en ajustant la valeur de finconnue relative & Carlos jusqua ce quiil
réussisse a obtenir le total désiré 494,
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Jai plein d>amis !

Trois personnes comparent leur nombre d’amis sur le site facebooke. Carlos a 87
amis de plus que Sophia et Frangois a 85 amis de plus que Carlos. Si au total ils ont

496 amis, combien d’amis ont-ils chacun ?

cavios 87 amis +179;
y '
Sophig O amis T
frangois 974952170 ams
U4 23713
Sagd AT fep
37 —37 Carlos STHTI=1ELanss
o Sophea 79 ames

frangls [72#77=2 5 1 ans
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Enoncé du probléme Structure llustration
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SETOupS 2 inconnue, le soccer qui est un autre
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fegToupeiiazines de pitts “un pont- autour duquel les refations
que le canog. Sl y a 315 jeunes. 5 ‘structwdes. e Soocer regroupe

inscrits a ces activités, combien
de jeunes participent a chacune
delles?

Réponse: tir a l'arc: 82, canog: 53,
soccer: 180.

98 jeunes de plus que le tir a arc
et le soccer regroupe 127 jeunes de
plus que le canog) Ces informations
permettent de générer des relations
et de trouver un générateur.
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+ Lemodele 1 (M1) est a motif répétitif de type AAB avec deux formes
et deux couleurs différentes — losanges bleus et les trapezes rouges.
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- Lemodele 2 (M2) est & motif croissant avec un hexagone
Jaune constant et des carrés orange représentant a variable.

& =i wmm

+ Lemodele 3 (M3) est a motif croissant de meme couleur. ll S‘agissait
d'un changement d'orientation pour faire la distinction entre fa
constante et la variable.

il
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Niveau2

La relation d'égalité est clairement
exprimée.

Ony retrouve des expressions
langagieres telles que -est égal &,
~correspond au double de-, lesquelles
permettent de traduire directement les
‘grandeurs mises en égalité.

Quel est le nombre qui une fois doublé et augmenté de 6 est
équivalent a son quadruple diminué de 132

Source: Perspective, manuel B, vol. 2, p. 294, #1.

Niveau 1

Lamise en égalité de grandeurs est plus
oumoins explicite.

Lénoncé suggere des comparaisons de
‘grandeurs qui permettent une mise en
égalité. La traduction exige un travail de
réinterprétation de I'éleve.

Exemple 1: En jouant & un jeu de société, Félix a accumulé deux
fois plus d‘argent que Claudine qui en a amassé tros fois plus
que Romaric. Si Claudine et Romaric réunissent leurs fortunes,
Félix possédera 5 § de plus queux.

Source: Perspective, manuel B, vol. 2, p. 301.

Exemple 2: Olivier joue aux fléchettes avec son frére Georges et
sa sceur Eve. Georges marque 5 points de plus qu'Olivier et sa
sceur atteint le triple des points marqués par Olivier; en fait, Eve
aaccumulé 10 points de plus que les résultats de ses deux fréres
réunis. Combien de points chaque personne a-telle accumulés?

Source: Perspective, manuel B, vol. 2, p. 305.

Niveau 0
Lamise en égalité estimplicite.

La mise en égalité n'est pas formulée
explicitement dans ['énoncé.

Exemple 1: Aujourdhui, Jacob a le triple de '4ge de sa sceur
Rose. Quel age aura Jacob dans 10 ans i, dans 5 ans, sa sceur
aura les trois quarts de son age?

Source: A vos maths!, manuel C. p. 304, #1.

Exemple 2: Un groupe d‘éléves entrent dans une salle. Si les
éléves sassoient 3 par banc, 10 personnes n'auront pas de
place; a 5 par banc, il y aura 6 places libres. Combien déléves y
atil?

Source: Perspective, p. 312,n° 1.
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“Trols personnes comparent leur nombre d‘amis sur e site Facebook.
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cun?
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Dépanneur douze mois

Martin fait I'inventaire de trois produits de son dépanneur. Il compte 5 fois plus de
produits laitiers que de produit céréalier et il compte 3 fois plus de produits en
conserve que de produit céréalier. S'il y a 441 produits en tout, combien y a.
produits de chaque type ?

Mo prodoik lackiers DX 3X

il de

: Bxa x4 3x= qul
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Amis virtuels

Trois personnes comparent leur nombre d’amis sur le site Facebook.
Frangois a 2 fois plus d’amis que Carlos et Sophia a 5 fois plus d’amis
que Frangois. Si au total ils sont 494 amis, combien d’amis ont-ils cha-

cun?
llys = 33
Nay; 5276

Saphiy =580

- La division du nombre total d'amis par 13 et Faffectation du résultat de cette division au
nombre d'amis de Carlos montrent que I'léve saisit bien équation du probléme: le nombre
total d'amis est 13 fois le nombre d'amis de Carlos. Cette équation découle d'une bonne
interprétation des relations entre les trois inconnues: si Sophia a 5 fois plus d'amis que Francois
et que ce dernier a 2 fois plus d‘amis que Carlos, alors Sophia a 10 fois plus d‘amis que Carlos.
Le total des amis des trois personnes est donc 13 fois celui de Carlos.
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J'aime

Jates Amis(es)

Trois prsonines comparent leus nombre d

sur e st facsbooke, Carlos 87
‘amis de plus que Sophia et Fangois 85 amis de plus que Carlo. i au total s ont.
496 anis, combien d'amis ntls chacun ?

carlos 87 amis i

Sopia O anis -

°tka 0 atq

faangois 974052170 amir

u9¢ 2373

-agg AL 7T [

o7 2 ) 921 Lanis

37 Carlos 3747 anis
= suphia 19 2m35

frangis (72477525 1 ans

- Le probleme est déconnecté, de type composition de deux relations, ces relations étant des
relations de comparaisons additives.

- Léleve identifie et nomme les trois inconnues par les noms des personnes. Il comprend que
inconnue Sophia a la plus petite valeur. Il lui affecte la valeur 0 et génere les valeurs des
deux autres inconnues a partir des relations. Il calcule le total des trois valeurs et obtient 259.
Il soustrait cette valeur du total des amis des trois personnes: 496 — 259 = 237. Il divise le
résultat par trois: 237 + 3 = 79. Il ajuste les trois valeurs initiales des trois inconnues en leur
ajoutant 79.
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L'éléve suppose que Sophie posséde 96 amis. I fait fonctionner les refations connues et calcule les valeurs des
deux autres inconnues. Il additionne les trois valeurs pour trouver le total 547. De ce total, il soustrait e total

réel et trouve quiil a obtenu 51 de trop. ll effectue un raisonnement et

comprend que pour corriger Ferreur de

la valeur supposée de Sophie (son hypothese de dépar), il doit lui soustraire le tiers de 51, soit 17. Il calcule
alors la valeur de Sophie et en déduit les valeurs des deux autres inconnues.
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- Ce probleme est déconnecté de type puits. Les relations sont des relations de comparaison additives.
- Léleve commence par opérer sur les nombres donnés en effectuant 315 — 127 et il essaie la
valeur trouvée 188 comme valeur de linconnue en lien avec le soccer. A l'aide de cette valeur et
des relations précisées dans le probleme, il calcule ensuite les valeurs des deux autres inconnues
(90 pour le tir & Iarc et 61 pour le canog) ainsi que le total des trois nombres obtenus (339).
i calcule la différence entre le total obtenu et le total désiré: 339 — 315 = 24. Pour ajuster les
valeurs des trois inconnues, il réduit chacune des valeurs du tiers de 24 soit 8. Il vérifie alors que
le total des trois nombres obtenus (180, 82 et 53) est bien 315.
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-
- La résolution de I'éleve E153 illustre une démarche algébrique conventionnelle. Léleve

hésite pas a opérer sur 'équation pour la simplifier et isoler finconnue x utilisant les
transformations algébriques sans rattachement au contexte.
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- Léléve traduit les trois relations entre les inconnues en représentant explicitement les
inconnues par des lettres (premiére lettre du nom de l'activité): S- 98 =T,S- 127 =Cet
S+C+ 315.

- Son calcul 127 - 98 = 29 montre qu'il veut calculer I'écart entre les inconnues C et T. Cela lui
permet de recrire les relations entre les inconnues en fonction de finconnue C:S - 127 = Cet
T-29.=C Il a maintenant trois inconnues dont deux présentent des surplus par rapport a C de
29 et 127 et dont la somme vaut 315. En soustrayant le total des surplus de 315, on obtient le
triple de la valeur de C. Ce raisonnement explique les calculs: 29 + 127 = 156; 315 - 156 = 159;
159+3=53.

- 1l déduit alors la valeur de I'inconnue C = 53 et ensuite celles des deux autres inconnues.
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